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Segunda entrega de esta serie
de tres, la primera aparecio en el
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de 1996, de la pagina 190 a la
195. En un préximo numero se
cierra la serie con un conjunto
de recomendaciones didacticas
para los profesores.

Fundamento matematico del
meétodo de balanceo por numeros
de oxidacion

César Rincon y Andoni Garritz*

Abstract

The algebraic method—or solution of the set of equations for
matching the number of atoms of each element present in
reactants and products—is useful to balance the repre-
sentation of a chemical reaction—or simply, a “chemical
equation”.

Applying the “oxidation number” method—Nox method
in so far—a relation additional to the atom-balance equations
can be attained, which—it will be shown here—it is always a
linear combination of them, so it is redundant from the
mathematical point of view. Nevertheless, when the Nox
method is used judiciously—by means of a wise selection of
“oxidation numbers”, not necessarily those derived from the
chemistry standards, but any set consistent with the “zero
sum” rule for each participating compound (Garritz and
Rincon, 1996) and the “zero global change of oxidation
numbers” is written—it helps to obtain a simple rela-
tion which involves a few key coefficients from which the
rest of them can be thoroughly achieved.

Thus, the Nox method is an intelligent shortcut to solve
the algebra of the chemical equation balancing problem. But
how does it work? What is its mathematical foundation? The
objectives of this second article of the series are to adequately
answer these questions and to show many examples to make
evident that the Nox method fulfills the characteristics men-
tioned above.

Resumen

Para ajustar los coeficientes de la representacion de una
reaccion quimica —en lo sucesivo “ecuacion quimica”—basta
emplear métodos algebraicos basados en las ecuaciones de
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balance del numero de atomos de cada elemento en reacti-
vos y productos.

Ahora bien, al aplicar el método de los “nameros de
oxidacion” —en adelante, método Nox— lo que se hace en
realidad es agregar a las relaciones de balance de atomos,
una mas que —como se vera—es combinacion lineal de éstas
y que por ello no aporta informacion adicional, o sea, que es
redundante desde el punto de vista matematico. No obstante,
cuando el método Nox se aplica juiciosamente a reacciones
sencillas <o cual implica escoger de manera adecuada nu-
meros de oxidacion, que no necesariamente sean los de la
quimica, pero que respeten la premisa de “suma cero” para
cada compuesto que participa (Garritz y Rincén, 1996) y
aplicar la regla de “cambio neto nulo en los nimeros de
oxidacion”, que se describe aqui— se alcanza una ecuacion
que involucra pocos coeficientes, y que ayuda a obtener un
ajuste simple para el resto.

El método Nox es un atajo inteligente para resolver el
problema algebraico del balanceo. Ahora bien, ;por qué
funciona? ;Cual es su fundamento matematico? En esta
segunda entrega de la serie se intenta contestar a estas
preguntas y se dan ejemplos que muestran que el método
Nox tienen las caracteristicas mencionadas.

Introduccion
Cuando se desea balancear la ecuacién que representa a una
reaccion quimica, mediante la busqueda de coeficientes que
satisfagan la conservacion del namero de atomos de cada
elemento, se cae inevitablemente en el problema algebraico
de resolver un sistema de ecuaciones lineales, que en buena
parte de los casos resulta tan sencillo que se encuentran
soluciones particulares aun sin tener que recurrir a la escri-
tura misma del sistema. Tal es el caso de las ecuaciones que
se balancean por tanteos. Pero lo anterior no siempre es asi.
Algunas veces el problema parece tan complicado —me-
diante los caminos tradicionales—que las reacciones que los
originan se han llegado a llamar “reacciones redox con
estequiometria confusa” o “reacciones atipicas” (Carrano,
1978; Kolb, 1979). Incluso se han utilizado como tareas
especiales que “dan puntos extra a quienes las resuelvan”
(Stout, 1995) o aun como retos que aparecen en Internet
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(Diamond, 1996), con acotaciones como “ninguno de mis
estudiantes de primer curso ha podido balancearlas...”
(Stout, 1995}, o “son reacciones que ocurren en la naturaleza
pero que no pueden balancearse” (Bulpin, 1996).

Para resolver estos problemas se emplean diversos mé-
todos, ya sea el algebraico, el Nox, el del ion-electrén y no
falta quien mezcla varios de ellos (Cardinali, 1996). En
nuestra opinién, el método algebraico es el mas general, ya
que elimina todas las “confusiones”, borra las “atipicidades”
y contesta de manera adecuada las preguntas referentes a la
estequiometria de las reacciones. El uso de cualquiera de las
otras técnicas puede verse como una manera de hacer obvias
algunas relaciones que estan implicitas en el método alge-
braico y, por ende, constituyen atajos inteligentes que, en
general, simplifican los célculos, pero que no los eliminan, y
con frecuencia omiten una parte importante de la infor-
macién.

Tipos de ecuaciones y cuestiones de notacion
Si designamos como {A,, ..., A,} al conjunto de los “reacti-

vos” y {Apss oo Ay} al de los “productos”, la ecuacion por
balancear tiene la siguiente representacién:
m n
> xA—D. XA (1)
i=1 i=m+1

en donde 7 es el nimero total de especies quimicas partici-
pantes, m de ellas son reactivos y n— m productos.

En este caso decimos que la ene-ada particular de coe-
ficientes

6 = (Cl...Cm,Cnl+ l,...,Cn) eR"

es una “solucién” de (1) si y sélo si satisface los balances en
el nimero de itomos de cada elemento.

El problema consiste en describir explicitamente la co-
lecci6n de todas las soluciones de (1), que denotaremos como
S. Es decir: S = {C solucién de (1)}. Como es facil de
comprobar, S es un espacio vectorial contenido en R". En
efecto, si C y D son soluciones particulares, también lo son
(C+D)y (@C), Y o€ R y por supuesto 0, que es la solucién
trivial (Kahn, 1967; Herstein, 1989).

Se acostumbra decir que:

1) “La ecuacién no puede balancearse” o “que no repre-
senta una reaccién quimica” en el caso de que S = {0},
es decir, cuando la tinica forma de satisfacer (1) es la
trivial:
0A + ...

+0A, - 0A,,,+...+0A,

2) “(1) es una sola reaccion” si S = {aC; para alguna C=0};
es decir, si S es un espacio vectorial de dimensién uno.
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En quimica se acostumbra escoger la C que esta formada
por niimeros enteros reducidos a su minima expresién,
o C basica. Este caso corresponde a tener balanceada a
(1) con una tinica manera de encontrar otras soluciones
como miiltiplos de la ene-ada basica de coeficientes (lo
que equivale a considerar “varias veces la misma reac-
cién”). Y, finalmente,

3) “La ecuaci6n (1) tiene £ grados de libertad” (k parame-
tros independientes), si & es mayor que uno y dim S= 4.
Lo anterior sucede si y sélo si existen en la ecuacién £
coeficientes —que generalmente corresponden a produc-
tos—que pueden escogerse arbitrariamente, y para cada
una de estas selecciones existe un tinico complemento
de numeros que, asignados a los demas coeficientes,
balancean la ecuaci6n. En este caso pueden seleccionar-
se h soluciones basicas —en las que algunas veces no
figuran todos los compuestos— de tal forma que sus
combinaciones lineales generan todo S, lo que permite
suponer que la reaccién quimica original es una mezcla
de 4 reacciones independientes. Vale la pena agregar
aqui que la eleccién de soluciones —y por lo tanto de las
“h reacciones independientes” —no es tinica.

Ejemplos de cada tipo de ecuacion
Daremos un ejemplo de cada una de estas situaciones.
Ejemplo 1

(e) ... x(NH,),SO, » xNH,OH + xS0,

La ecuacién sélo admite la solucién trivial x, =x =x; =
0, o sea, C=0=(0,0,0). Conclusién: “La ecuacién no puede
balancearse” o “no representa una reaccién quimica”.
Ejemplo 2

(ey) ... x;NaOH + x,HCl —» xNaCl + x,H,O
tiene soluciones del tipo C=a(1,1,1,1), por lo que “se trata
de una sola reaccién” (tiene un grado de libertad).
Ejempio 3

(e) ... xC+ %0, - %CO + x,CO,

“La ecuaci6n tiene dos grados de libertad”, pues S es de
dimensién 2. Las variables x, y x, pueden hacerse correspon-
der a parametros, o sea, seleccionarse arbitrariamente, y para

cada seleccién, ¥, y %, quedan fijos.
Entonces: x=a+p

xn=l0+p
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o,BOR
Asi, el espacio completo de soluciones es
S=(@+BY%a+Ba,p).

La seleccién a = 2, B = 0, produce la solucién C, =
(2,1,2,0), que representa la ecuacion de combustion incom-
pleta:

2C+0, - 2CO

Mientras que si hacemos a = 0, B = 1, obtenemos C, =
(1,1,0,1) que es la de combustién completa:

C+0; - CO;

Es facil comprobar que las soluciones de la ecuacion
completa son combinaciones lineales de C, y C,, precisa-
mente S = Y2 aC, + BC,, y por esto suele decirse que la
reaccion original es una sobreposicion que consiste de estas
dos reacciones paralelas o simultaneas. Obviamente, con
otra seleccion de valores para los parametros, se pueden
formar otras soluciones particulares igualmente validas. Asi,
por ejemplo, sia =2, 3 =1, se forma

3C+20, - 2CO+CO,
ysia=2,0B =2,
4C +30; - 2CO +2CGO;

Este par de soluciones también genera a la coleccion
completa, S. Lo mismo sucede con cualquier otro par que
satisfaga la condicion de que ninguno de los elementos de la
pareja sea multiplo del otro, y esto se debe a que S, como se
dijo, es un espacio vectorial de dimension 2y, por lo tanto,
estd generado por cualquier base.

Método algebraico, a través de ejemplos
El presente articulo no trata de ponderar las bondades del
método algebraico para balancear ecuaciones, pero el obje-
tivo de descifrar el significado del método de los nimeros de
oxidacidn fuerza a desarrollar un poco la teoria del primero.
Por motivos didacticos, no se hace ningin esfuerzo en este
apartado por minimizar las manipulaciones aritméticas, pero
queremos remarcar que estas simplificaciones siempre son
posibles —y deseables—y agregamos que en un buen nimero
de casos reducen el problema a uno totalmente —o casi
totalmente— trivial.

Damos primero dos ejemplos de reduccion de los siste-
mas que aparecen en el proceso de encontrar coeficientes
estequiométricos:

Ejemplo 4
(&)... X;HNO, +x,Cu - X,Cu(NQ,), +x,NO +x.H,O

Se tienen cuatro elementos y cinco compuestos (coefi-
cientes). El sistema de cuatro ecuaciones que representa el
balance de atomos, se puede reducir de acuerdo con el
esquema siguiente:

1) Se escogen todos los elementos involucrados solamente
en un reactivo y un producto:

Elemento Balance de atomos
H: Xy = 2Xg
Cu: Xy = X3

2) Con base en las dos ecuaciones anteriores, el nimero de
coeficientes por determinar es ahorade 5 -2 =3, a los
que llamaremos a, b y ¢, escogidos como sigue:

a =Xz b =x,; ¢ =X, de tal manera que x, = 2a; X, = h.

3) Entonces, los balances para N y O quedan:
N:2a=2b+c
O:6a=6b+c+a,esdecir,5a=6b+c

4) Restando el balance de N al de O, se obtiene 3a =4b, lo
que permite definir el parametro a R de la siguiente
forma: a = 4a; b = 3a, con lo cual ¢ = 20.

Notese que las observaciones anteriores son inmediatas y

que la solucion del sistema es sumamente simple:

S = (8,3,3,2,4). La ecuacion balanceada es:

8HNO, +3Cu — 3Cu(NO,), + 2NO + 4H,0

Ejemplo 5
Vamos ahora a un ejemplo un poco mas complicado:

(€5)... x;,CUSCN+ x,KIO; + x;HCI -

X,CuSO, + x;KCl + x;,HCN + x,ICl + x,H,0O

que es una de las ecuaciones propuestas como desafio a los
“balanceadores” y que conduce a un sistema de ocho ecua-
ciones con nueve incAgnitas. Sin embargo, consideraciones
similares a las previas reducen el problema a otro mucho
mas sencillo, procediendo como se indica a continuacion:

Elemento Balance de atomos
S, Cu C,N: Xy = X4 = Xg
K, I: Xy = X5 = X7

Se definen a, b, ¢ y d como sigue: X; = X, = Xg= @; X, =
Xs = X; =b; Xg=¢; Xg=d.

El balance correspondiente a los otros tres elementos
queda:

Cl: c=2b
O: 3b=4a+d
H: c=a+2d
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de donde 7a= 4by por lo tanto = 40; b= 70, y entonces
¢= l4a; d = 50.. Haciendo ahora a = 1, la ecuacién queda
finalmente:

4CuSCN + 7KIO; + 14HCI] —
4CuSO, + 7KCl + 4HCN + 7ICl + 5H,O

Método algebraico y matrices
El método se basa en la ley de “conservacién del miimero de
atomos”, que produce una ecuacién para cada elemento
participante —como ya hemos visto en los ejemplos— al
considerar que el nimero de atomos de cada elemento en
los reactivos, menos el que existe en los productos, debe ser
cero.

Pensemos en una ecuacién quimica (1) con ncoeficientes
y k elementos. Si se denomina s, al niimero de atomos del
elemento £ = 1,..., ken la féormula del compuesto i= 1,...,n
(o sea, s, es el subindice del elemento en la férmula corres-
pondiente), el sisterna de £ ecuaciones:

m
D xisie —
i=1

es el del balance completo del niimero de atomos. La tarea
del método algebraico consiste en encontrar al conjunto de
x; que satisface este sistema.

n
Z XiSie =0, Ve=1..k (2

i=m+1

La matriz de coeficientes’
La expresion (2) es un sistema homogéneo de £ ecuaciones
lineales (una por cada elemento) con 7 incégnitas (una por
cada compuesto), que se puede representar por la matriz
M = (a;) de sus coeficientes. Cada solucién del sistema
proporciona una coleccién ordenada C de n niimeros que
balancean la ecuacién original. Como ya se observo, el
conjunto S de todas las soluciones es un espacio vectorial
(subespacio de R*) cuya dimensi6n es A =n ~7, en donde 7 es
el rango de la matriz.

Para minimizar la abstraccién, vayamos nuevamente a
un ejemplo.

Ejemplo 6
Si la ecuacién (1) fuera
(eg)... xFel, + xHIO+ x,HCl —

x,FeCL + %ICl + xH,O

1 En adelante, supondremos conocidos los elementos de dlgebra
lineal (Kahn, 1967; Herstein, 1989) que se requieren para aplicar el
método algebraico.
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la matriz que representa al sistema (2) es:

X1 X2 X3 X4 X5 X6

Feil 0 0 -1 0 0
Hlo 1 1 0 0 -2
M. ¢cilo o 13- o
{2 1 0 0 -1 O
Ooflo 3‘ 0O 0 0 -1

en la que s6lo se consideran los coeficientes de las incognitas
(se suprime el término independiente que es cero). Por
ejemplo, la ecuacion correspondiente al iodo es: 2x, + %, —
x;="0, que produjo el renglén (2, 1,0, 0, -1, 0) en M.

Se sabe que toda matriz puede llevarse a su forma
hermitica normal por medio de operaciones elementales en
los renglones, y que dichas operaciones no alteran su rango
ni al conjunto de soluciones. En este caso (M) se transforma
en:

1 0 00 0 -—-4/15
0100 0 -1/3
Mun=|0 0 1 0 0 -5/3
00 01 0 —4/15
00 0 0 1 -13/15

que equivale al sistema:

x, = 4/15a
x = 1/30
% = 5/3u
x, = 4/1500
x; = 13/150.

X=0,cono € R,

informacién que muestra que S es una familia de un solo
parametro. Se trata de “una tnica reaccién” cuya solucién
general es C = o(¥15, 1, 98, %15, 1345, 1). Haciendo o = 15
se obtiene la solucién particular C = (4,5,25,4,13,15) que
corresponde al balanceo usual.

4Fel, + 5HIO; + 25HCl — 4FeCl, + 13ICl + 15H,0.

El método de los niimeros de oxidacion.

Un caso especifico

Emplearemos’el método de los nimeros de oxidaci6n para
el mismo caso anterior, (eg). La idea es asignar a cada ele-
mento en cada compuesto un nimero entero, arbitrario en
principio (Garritz y Rincon; 1996), con la tinica restriccién
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de que la suma de estos nimeros para los elementos de cada
especie quimica sea cero.?

Es conveniente que los nimeros de oxidacién se escojan
de tal forma que las asignaciones en reactivos y productos
difieran s6lo en dos elementos. Si en este caso dichos ele-
mentos son Fe y Cl, y asignamos constantes los de O e H
como los tradicionales 2—y 1+, tenemos las siguientes con-
secuencias de la ley de suma cero:

Nsc = 1-(en el HCI);
N,, =5+ (en HIOy);

El 5+ vuelto a colocar al iodo del ICl obliga a que N5 ¢, = 5-.
El hierro queda forzado a tener Ny, = 10— (en el Fel,) y
N, = 15+ (en el FeCly), ya que decidimos, también arbitra-
riamente, que N, ¢, permanezca igual al de N5,
El conjunto completo de nimeros de oxidacién queda
como sigue (el lector puede verificar que para cada compues-
to la suma es cero):

10- 5+ 1+ 5+ 2- 1+ 1-
xx Fe I, + % HIO; + x3HCI -
15+ 5- 5+ 5- 1+ 2-
x, Fe Cl + xs I CI  + x; H, O

La regla de suma cero induce un nuevo concepto: el
“cambio neto nulo en los nameros de oxidacion” —o
“CNNNox”. Para hacer evidente lo anterior, escribamos,
compuesto por compuesto, la diferencia global de Nox entre
reactivos y productos, incluidos los coeficientes de la ecua-
cién quimica, con la hipotesis esencial de que estos coefi-
cientes corresponden a una ecuacion balanceada y que, por
lo tanto, satisfacen las condiciones impuestas por el balance
del nimero de 4&tomos, como se aprecia muy evidentemente
en los tres elementos cuyos nimeros de oxidacion no cam-
bian:

2 Asi por ejemplo, si Ai = HI1O3, la asignacion “usual” de la quimica seria:

1+ 5+ 2-
H I O3

No = 2—; Nj=5+; Ny = 1+, 0 sea

y la regla de suma se satisface: z Sie Nijg = 1(+1) + 1(+5) + 3(-2) =0
€
Otra, enteramente plausible, es: No = 7+; Ny = 21-; Ny = 0, es decir
0 21- 7+
H I Os

cuya regla de suma cumple: z Sie Nie = 1(0) + 1(-21) + 3(+7) =0

€

Fel, H103

x1[(1)-10) + )+5)] + X2 [1)(+1) + (1)(+5) + (3)-2] +
HCI FeCl,

xa(L+D) + 1] + Xa[(1)(+15) + (3)-5)] +
ICI H,O ‘

Xs [(1)(+5) + (1)(-5)] + X6 [(2)(+1) + (1)(-2)] =0

Por construccién de los Nox en cada compuesto, las
sumas entre paréntesis cuadrados son cero, y se ha logrado
construir una ecuacion en la que la suma total de los Nox de
todos los elementos que participan en los reactivos menos
aquella de los Nox de los elementos en los productos vale
cero. Inmediatamente se presenta esta misma ecuacion,
ordenada ahora por elementos:

Fe
X1(1)(-10) - x4(1)(+15) +

I
x1(2)(+5) + x2(1)(+5) — xs(1)(+5) +

©)
x2(3)(-2) ~ xe(1)(-2)

H
+ ‘ X2(1)(+1) + x3(1)(+1) + xe(2)(+1) +

Reiteramos que, para los tres elementos cuyos nimeros
de oxidacion no cambian, tenemos términos que son maulti-
plos de su propia ecuacion de balance de atomos, las cuales
deben ser cero:

I: +5 (2x, + X, — x5) = 0, ya que entre paréntesis
tenemos el balance de iodos;

O: -2(3x, —Xg) =0, por balance de oxigenos; y

H:  +1 (x, + x3 + 2x) = 0, por balance de hidrégenos.

Lo que nos resta en el “CNNNox” son los términos de
FeyCl:

Fe Cl
x1(1)(-10) - x4(1)(+15) + | x3(1)(-1) - x4(3)(-5) — x5(1)(-5) =0

Definamos cada término como una diferencia en los
nldmeros de oxidacion:

ANg. = X (1)(-10) = X, (1)(+15)

ANg = X3 (1)(-1) = X4 (3)(=5) = X5 (1)(-5)
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La relacion CNINNox se reduce entonces a ANg, + AN,
= 0. Ahora bien, falta considerar las ecuaciones de balance
de 4tomos para ambos elementos:

Fe: Xy = Xy,
Cl: X3 = 3X, + X

de donde se puede obtener facilmente una simplificacion
para las deltas:

AN, = —25x,
AN = +4x,

EI CNNNox conduce, finalmente, a la expresion —25x,
+ 4x; = 0, por lo que basta escoger x, = 4qa, x; = 250, y con
a = 1, tenemos X, = X, = 4, X, = 25. El balanceo, hasta este
momento, ha aportado la siguiente informacion:

4Fel, + x,HIO, + 25 HCl - 4FeCl, + XICl + x;H,O

El resto de los coeficientes se puede obtener por simples
tanteos (balances de atomos):

Xs = 13 (por balance de cloro);
X, = 5 (por balance de iodo); y
X = 15 (por balance de hidrégeno).

Se ha vuelto a alcanzar el resultado (3), pero ahora por
el método Nox.

Relacion entre el método algebraico y el Nox
Los tres ejemplos subsiguientes nos conducen a una relacion
insospechada entre el método algebraico y el Nox.

Uno

Obsérvese una curiosidad: si en la matriz M del método
algebraico se hubiera tomado cinco veces el tercer renglon
mas dos veces el quinto, menos quince veces el primero, una
vez el segundo y cinco veces el cuarto, se hubiera obtenido
el vector (25, 0, +4, 0, 0, 0), que dice precisamente: —25x,
+ 4 x; =0, relacion de CNNNox que origino todo el balance
en el método Nox. Es muy poco probable que —sin la
inteligente ayuda de los nimeros de oxidacion—algin nota-
ble “balanceador” hubiera atinado en plantear a priori esa
dichosa combinacion lineal de renglones que satisface:
ANg + ANg =(-15R, -R, +5R;—5R, + 2R;) y que involucra
solo a dos de los seis coeficientes.

Dos

Por supuesto, cualquier otra combinacién lineal perspicaz de
los renglones de M hubiera funcionado bien. Considérese
como un segundo caso la combinacion conveniente de
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renglones, un poco mas trivial de obtener: (-R, + 2Rs) que
lleva a que 5x, — x;= 0y que, por lo tanto, permite fijar esos
coeficientes: x, = a; X; = ba;

x;Fel,+ aHIO; + 5aHCI - x,FeCl, + x:ICI + x;,H,O
de donde se deriva:

X = 30 (por balance de hidrégeno o de oxigeno).
Xs = 2X; + a (por balance de iodo); y
Xs = --3X, + 50 (por balance de cloro).

De éstas dos ultimas,
2x, + 3%, = 4a, que unida a
X; = X, (el balance de hierro);

conduce finalmente a:
X, =X, = Y50y X = 13601,

La eleccion o = 5 conduce nuevamente al balanceo
correcto.

Tres
Para aburrir, considérese ahora una tercera variante del
mismo ejemplo, la combinacion lineal 9R,; + 3R, - 3R, +
3R, — 2R, que dice que 15x, — 4x; = 0. Los balances de
atomos nos llevan asimismo a la solucion.

En esta tercera variante, resulta que la relacion 15x, —
4xs = 0 es la que se obtiene por el método Nox forzando a
que los Unicos elementos cuyos nimeros de oxidacién cam-
bien sean Fe y O, con las siguientes elecciones de los Nox:

2- 1+ 1+ 1+ 23— 1+ 1-
X, Fe 1, +x, HI O; + x3 HCI -
3+ 1- 1+ 1- 1+ 2-
x, Fe Cl, + xs I CIl  + x; H, O

Ahora debe cumplirse que AN, + ANy =0, 0 sea

Fe O
X1(1)(=2) - x4(1)(+3) + x2(3)(-%3) —xs(1)(-2) | =0

y al aprovechar los balances x, = x, (del hierro) y 3x, = X, (del
oxigeno), el CNNNox resulta -5x, + 43xs = 0, 0 sea, la
buscada 15x, — 4x; = 0.

El método Nox. Lo que puede y lo que no

Parece ser —lo cual habra que demostrar—que la aplicacion
del método Nox para balancear, siempre conduce a una
combinacién lineal de las ecuaciones del balance de ato-
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mos (2). Ademas, cuando se aplica en los casos en que existe
una sola reaccion —y solo se escogen dos elementos que
cambien su Nox— proporciona un atajo que simplifica los
calculos.

Desafortunadamente, cuando se trata de un sistema de
reacciones paralelas, la ventaja desaparece y el método
algebraico es insustituible, por lo menos para separar las dos
0 Mas reacciones “sobrepuestas”. Ademas, en los casos de
ecuaciones que no pueden balancearse, el método Nox
genera relaciones obviamente indtiles, que no muestran de
manera explicita la imposibilidad de tal balance.

Antes de pasar a formalizar la relacion entre los dos
métodos, y como ilustracion de estos Gltimos comentarios,
resulta interesante considerar los siguientes ejemplos:

Ejemplo 7
Supongase que se desea balancear la ecuacion
(&) ... X,(NH,),S0, - XxNH,OH +x,SO,

El sistema que representa al balance de atomos de los
elementos es:

X1 X2 X3

S[1 0 -1

N2 -1 0

H{8 -5 0

o4 1 -2

gue conduce a la matriz:

100Qg
M= 10H
90 1h

que muestra que el problematiene solucién Gnica, que, como
en todos los casos similares, es la trivial: x;, = x, = x;=0. Por
ello, segun se convino, la ecuacidon no puede balancearse.
Ignoremos por lo pronto esta observacién, y apliquemos el
método de los nimeros de oxidacion, suponiendo que los
Unicos elementos involucrados en el cambioson Sy N, y que
escogemos Ny = N,y =0.

Si para los otros dos elementos tomamos sus nameros
usuales, entonces N, ¥ N3 se pueden calcular facilmente
como: N3 = 4+ y N, = 3—, por lo que el CNNNox queda
de la manera siguiente:

ANs + ANy = [x; (1)(0) - X5 (1)(4)] + [, (2)(0) - X, (1)(--3)] =
-Ax; +3%x, =0

y por lo tanto: x, = 4d, x; = 3d, a O R; y como el balance de
atomos de azufre dice que x, = X, la ecuacion final seré:

30(NH,),50, - 4a(NH,OH) + 3a(SO,)

Ahora bien: el balance del hidrégeno produce la rela-
ciéon 24a = 20a y el del oxigeno: 12a = 10a, lo cual implica
a =0, valor que anula a todos los coeficientes y que nos repite
que la Unica solucion posible es la trivial.

Notese que la ecuacién 3x, — 4x, = 0 corresponde al
vector (0, 3, —4), que se obtiene como combinacion de los
renglones de lamatriz M: 2R; + R, - R; + R,. Dicha relacion
de CNNNox nada dice, por si sola, acerca de la insolubi-
lidad del problema.

Siguen ahora tres ejemplos de reacciones que bien pue-
den considerarse como “casos patolégicos”, segun los mé-
todos tradicionales.

Ejemplo 8
(&g) ... x ,C +x,0, - x,CO +x,CO,

En este caso asignamos los nimeros de oxidacion usuales, y
obtenemos:

ANo = %5(2)(0) = X3(1)(=2) — X(2)(=2) = 2%, + 4X,,
ANc = X4(1)(0) = X5(1)(2) = X4(1)(4) = = 2%3 = 4X,
por lo tanto el CNNNox jdice: 0 = 0!
Notese que este resultado (nula informacidn) se obtiene

independientemente de los niUmeros de oxidacion que quie-
ran asignarse para los elementos.

Ejemplo 9

(eg) ... x,NaCF'O, +x,NaClHO -
xsNaCPF*O, + x,Na**Cl

Se han seleccionado nuevamente los Nox de la quimica,
y el Unico elemento cuyos nimeros de oxidacion cambian
es el cloro, por lo que:

0= AN = X,(1)(3) +X,(1)(1) = X5(1)(5) = X,(1)(-1)

es decir 3x; + X, - 5X; + x, = 0 ¢y...? jvaya ayuda!

Quizéa podria pensarse, numerando los cloros, que un
primer cloro, CI** en el NaClO,, se oxida a CI°* en el
NaClO,, y que un segundo cloro, CI** del NaClO, se reduce
a CI*- en NaCl. El balance de 4&tomos para los cloros asi
numerados dice que X; = X3 Y que X, = X,, con lo que:

ANgyp) = X1(1)(3) = %4(2)(5) = —2x,
ANgi) = Xp(1)(1) = X4(1)(-1) = 2x,

por lo tanto 0 = —2x, + 2x,, de donde X, = X, =, y entonces
(a,a,0,0) es un vector de coeficientes que balancea la reac-
cién. Si por ejemplo a = 1, solo se obtiene:

NaClO, + NaCIO - NaClIO, + NaCl.
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¢Y donde quedan otras soluciones como 9NaClO, +
3NaClO - 7NaClO; + 5NaCl? ;Y el resto del infinito
naimero de soluciones esencialmente diferentes? ;Ddénde
esta la informacién que dice que las reacciones mas simples
de dismutacion

3NaClO, - 2NaClO, + NaCly

3NaClO - NaClO; + 2 NaCl

son de tomarse en cuenta?

Aqui ni el método del ion-electron da informacion pre-
cisa, y agregamos que en opinion de algunos autores, estas
semirreacciones suelen resultar tan arbitrarias como las asig-
naciones de nimeros de oxidacion (Carrano, 1976).

Ejemplo 10

(e1g) ... ZNn+HNO; -

Zn(NO,), + H,0 + H, + NH,NO, + Zn(NH,), + NO + NO,

En México diriamos “jchin, eso no es quimica! jCuatro
elementos y nueve coeficientes! Pero veremos que el proble-
ma se puede abordar de inmediato con la ayuda del método
algebraico. Las matrices M y M, son:

mo-10 0 0 -1 0 00
MzEp10—2—2—4—4o 0g
501—200—2—2—1—1D
M3 6 -1 0 -3 0 -1 -20
M o0o0oO0 -1 -4 -8 -3/2 -1/20
_Ep100—2—10—16 -4 —2%
M“”'Eb 010 -1 -4 -7 -3/2 —1/2%
M 001 0 -3 -6 -2 -10

Podemos escoger cinco parametros que corresponden a
coeficientes de los productos 5 a 9, y obtener las soluciones:

PROFESORES AL DIA

De esta manera, el espacio de soluciones S puede verse

como:
DIE D4E DBE EBE Eﬂ%
%m Slom 8165 %m fo
040 0O70 BO OO
DD o0 0.0 DD DD
030 06O
alng+GzDOD+aaDOD+a4EbD+a55bD
0log 00o o o0
D 0,0 0,0 0 0
Eb 0°0 oo Eb Eb
0oo 000

0o
H)H HoH FHoH &f EQH

Lo que revela que la ecuacion quimica original (e,)
resulta de la sobreposicion de las siguientes cinco reacciones
(si la manipulacién matematica corresponde o no a la reali-
dad quimica, eso es otra cosa):

(1) ... ZN+2HNO ; — Zn(NO,), + H,

(e) ... 4Zn + 10HNO, — 4Zn(NO,), + 3H,0 + NH,NO,
(€13) ... 8Zn + 16BHNO,; - 7Zn(NQ;), + 6H,0O + Zn(NH,),
() ...3Zn +8HNO, - 3Zn(NO,), + 4H,0 + 2NO
(€1 ... Zn + 4HNO, - Zn(NO,), + 2H,0 + 2NO,

Evidentemente, hay manera de expresar la solucion S a
partir de otras cinco bases diferentes, en cuyo caso aparece-
rian otras cinco reacciones basicas diferentes a las mostradas.

De vuelta al método Nox

Hasta este momento hemos mostrado que las relaciones con
las que culmina la regla CNNNox, son combinaciones li-
neales de los renglones de la matriz de coeficientes, M. Dicha
matriz puede ser llevada a la forma hermitica normal My,
por medio de operaciones elementales en los renglones de
la matriz original, y como tales operaciones —repetimos—no
alteran al espacio generado, toda combinacion lineal de los
renglones de My, es también combinacién lineal de los ren-
glones de M. Finalizamos esta coleccion de ejemplos consi-
derando la ecuacién siguiente —que ya ha sido ampliamente
discutida (Bulpin, 1996; Garritz, 1996)—pero que agregamos
para ejemplificar la observacion anterior:

(19 --- XAS,S; + X,HNO; + x,H,O -
XH;ASO, + XsNO + X,Sq

Como referencia, se introduce el balance de &tomos, que
genera la siguiente matriz:

X,= o, + 4o, + 8a, + Y0, + You,
X,= 2a, + 100, + 160, + 4o, + 204
X;= o, + 4o, + 7o, + Y0, + Yoa,
X4 = 3a, + 60, + 20, + Os
Xs= 0O

X5 = a,

X; = as,

Xg = a,

Xg = Qs
Abril de 1997
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M 00 0 0 -8]
Ep 100 -1 og
m=b 31 -4 -1 oU
0 0
@00 -1 0 0f
M 12 -3 0 of
y llamamos R; , i = 1,..., 5, a cada uno de sus renglones. M
se transforma en:
L 0000 -8/30
Ep 1000 80/9%
MHN:ED 0100 —32/9%
M 00 1 0 -16/3]
Moo o0 1 -80/3

y produce la solucion a (24, 80, 32, 48, 80, 9), a OR.
Si a =1, la ecuacion balanceada queda:

24As,S, + 80HNO, + 32H,0 — 48H,AsO, + 80NO + 9S,

Con el método de los nimeros de oxidacion y bajo el
supuesto de que los Unicos elementos que cambian Nox son
Sy N, laseleccion comun, Ng = 2—, N,;= 1+, obliga a asignar
los siguientes nimeros de oxidacion:

Xy Xy X3
5+ 1+ 5+ 2- 1+ 2-
10/3-
As, S, + H N O, + H,O N
X, Xg Xg
1+ 5+ 2- 2+ 2- 0
H;AsO, + N O + Sg

de donde se obtiene el siguiente CNNNox, que en el paso
final aprovecha el balance de nitrégeno, x, = xs:

0 = ANy, + AN

= [%(1)(5) = xs(1)(2)] + [x, (3)(195) = x¢(8)(0)]
=3x, — 10x,

\emos que se produce el vector R = (10, -3, 0, 0, 0, 0).
Obsérvese ahora que es una combinacion lineal, R = 2R, —
2R; + 5R, + R, de los renglones de la matriz original, M. Y
que, en la matriz hermitica normal, M,,y, puede obtenerse
también el mismo vector, pero con la combinacion simple:
R = 3R, - 10R;.

El método Nox. Formalizacién

Recalcamos que este método asigna a cada elemento € = 1,
..., k, en cada compuesto i =1, ..., n de la ecuacion quimica
un “namero de oxidacién”, Nig, que no tiene que conservar-
se de compuesto a compuesto, que puede ser totalmente
arbitrario y que sélo esta sujeto a la condicién bésica de que,

Z SeNie =0

en cada especie quimica, sea reactivo o producto.

Dada esta manera de seleccionar los Nox, se satisface el
“cambio neto nulo en los nimeros de oxidacion”, o sea, que
“la suma total de los cambios en los nimeros de oxidacion de
todos los elementos debe ser cero”. Al aplicar el CNNNox
se encuentra una relacién simple entre los coeficientes de la
ecuacion original que es la base del método Nox. Como se
ha visto en los ejemplos, esta nueva regla CNNNox pue-
de escribirse de la siguiente manera, en donde, de una vez
se ha definido ANg, el cambio neto en el nUmero de oxida-
cién del elemento €:

CNNNox z ﬁi SeNiexi — iSsNiinﬁ: z ANe =0 (3)
€ 1=1 €

i=mt+l

La ecuacion (3) puede simplificarse un poco al invertir
el orden de las sumas y con el uso de la definicién:

L sii>m (productos)
i %) si i <m (reactivos)

i ﬁz (-1)° sgNigﬁo =0 (4)

Es importante remarcar aqui que esta relacion es una
combinacion lineal de los coeficientes de la ecuacién quimi-
ca, a la que llamaremos (p):

®)

(p) axat..taxn=0
donde

a= Z (—1)6iSsNis (6)

Los ejemplos en los que hemos empleado el método
Nox, (eg) Y (e56), podréan verse ahora como casos particulares
del resultado més general, que se enuncia:

Teorema
Sea (1) la ecuacion que representa una ecuacion quimica. Entonces,
toda relacion lineal entre sus coeficientes, que respete el balance de
atomos, es una combinacion lineal de las ecuaciones repre-
sentadas por los renglones de la matriz que genera el mismo balance
de atomos.
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Demostraremos el teorema para el caso en que las
relaciones a que se refiere sean del tipo Nox —ecuacion (5),
gue obviamente son lineales— y con independencia de lo
arbitrario que estos nimeros puedan haber sido.

Demostracion
Sea

Q) ... XA+ X RAL o XpeAna T FXA,

una ecuacion quimica cualquiera. Sean M O M[k x n;R ] la
matriz de los coeficientes que corresponde al balance de
atomos de (1) y M,y O MI[r x n;R ] la que se obtiene a partir
de M, reduciéndola a su forma hermitica normal:

E | XU oo X X+t Xn E
s 1 0 0 -uLr+1 —Un]
Mo=glo .o . . .O
a a
& |0 O 1 -U,r+1 =Ur,n[J
Se denota como R;, i=1,...,r acadauno de sus renglo-
nes. Asi, Oi,i=1,...,r,Ry=(0,...,1,..., 0, =Uj sy ..., —Uj)
representa la ecuacion:
Xi — ui,r+1 Xesg = o = UppXy = O

La matriz M, asegura que S es una familiaconh=n-r
parametros (que en este caso corresponden a las incogni-
tas X,.1,..., X,) ¥, de la ecuacion anterior, tenemos que [,
i=1..r,

Xi = iUijGj, 0i0R, j=1,..h 7

La relacién (5), obtenida por la aplicacion del método
Nox se puede transformar en otra equivalente:

()
mediante la sustitucion en (5) de las incognitas x.,;, i = 1,...,h
que tengan coeficientes distintos de cero, en términos de las
primeras r, tomadas de (7), utilizando las ecuaciones perti-

nentes, entre las que se obtienen del balance de &tomos.®
Utilizando las ecuaciones (7), escribimos:

Cixet...+oxr =0 (8)

PROFESORES AL DIA

r r

h O
0= ZCiXiZZCiEZUijGJD 0i DR j=1...,h

= = U= 0

Se desarrolla ahora esta doble suma “por renglones”,
con lo que, reagrupandola por columnas, se obtiene la

identidad:
r h |:| h r |:|
0= C@z uijo; 0= Gjﬁz Cillij
; = 0 12:1 = H

Esta Gltima relacion vale para todo conjunto ordenado
(ay,..., o) O R" de parametros, y por lo tanto, tomando su-
cesivamente las colecciones (1, O,..., 0), (0, 1,..., 0), ...,
(0,0,..., 1) para éstos, podemos concluir que O j,j =1, ..., h,

toda suma ZCiUu vale cero.
i=1

Regresando a la matriz M, notamos que

cR1= (Cl, 0, .., 0 -chm ..., —01U1h)
cRz2= (O, c2 .., 0, —couz ..., —CzUzh)
Crﬁr = (O, 0, .., C, —ClUa1 ..., —CrUrh)

y sumando cada lado de las igualdades obtenemos que

r r 0
Cr, ;QU&, vy ;QUmH

que, segun se vio en el parrafo anterior, es

r

= 0
iRi= [Ty, e,
ZC B:l C2

rCiﬁi: c,b C, .. C, O .., 0),.
=

igualdad que prueba que el vector R =(c1, ¢y ... €, 0, ..., 0) €S
combinacion lineal de los renglones R; de la matriz My, ¥
por lo tanto también de los renglones de M. Finalmente,
reinterpretando el vector R como ecuacion, obtenemos pre-
cisamente la relacion (p'), lo que demuestra el teorema. Este
resultado nos permite contestar la pregunta que motivo el
presente articulo:

% La forma de la matriz Mun y la regla de Cramer garantizan que esto
siempre es posible. Si, por ejemplo, la ecuacion fuera:

X,Cu(NQ,), + x,H,0 + x.NO + x,NO,

—en donde los coeficientes que corresponden a los parametros son Xs y
xs—Y (p) fuera

X, HNO, +x,Cu -

(P) ... =5x, + 12x, + 2% + 4%, =0,

el balance de nitrégeno dice que x; — 2x3—Xs —Xs =0 , y el del oxigeno,
3x; — 6X3 — Xa — Xs — 2% = 0, de donde se concluye que
Xs = —X1 + 2X3 + Xa, Xg = 2X1 — 4X3 — X4, cON lo que (p) se transforma en

@) ... %, —2x,=0,

en la que, como puede verse, ya no aparecen los coeficientes que corres-
ponden a los parametros.
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¢Cual es el fundamento matematico del método Nox?
Sea M = (a;) OM(k x n; R) la matriz que representa el
balance de atomos (2) de una ecuacion quimica (1), y SOR"
el conjunto de sus soluciones.

Entonces C = (¢;...Cqy Cm+ 11 -+-» Co) [ R" €5 Un elemento
de Ssiy solosi, para cada renglon R; = (ay,, @, . . -,a&,) de M, se
cumple que a;¢, + a, ¢, ... + a;,¢, = 0. La igualdad anterior
se denota como el producto interior R; LC =0y expresa que
R; y C son vectores ortogonales de R".

De aqui se concluye que el conjunto S es precisamente
el complemento ortogonal del espacio generado por los
renglones de M y en él estan exclusivamente los vectores
que son ortogonales a cada renglon.

Sillamamos S; = {C OR"; COR} i =1, ..., kentonces S
=nS,.

Supo6ngase ahora que a;x; + ...+ a,x,= 0 es una relacién
obtenida por el método Nox [con las a; definidas por (6)] y
que, de acuerdo con la convencion usada, se identifica con
el vector R=(a,,..., a,) del que sabemos, por el teorema, que
es una combinacion lineal de los renglones R, de M.

La condicion a;x,+...+a,x, = 0 se satisface cuando X =
(X4,---, X,) €5 Un vector ortogonal a R y, si denotamos como
Sk a la coleccion de las n-adas que satisfacen la condicion
Sk = {X O R" X [R = 0}, entonces resulta inmediato que
siendo R una combinacion lineal de los renglones de M, todo
vector ortogonal a cada uno de ellos —y que por lo tanto esta
en S—es necesariamente ortogonal a R, lo que prueba que S
es un subconjunto de Sg.

Ahora bien, el ajuste final de coeficientes se hace toman-
do en cuenta los balances de &tomos —que estan explicitos

en M—y por lo tanto, eliminan de Sg a todo vector que los
viole.

El resultado final es que la subcoleccion de S; que
satisface todas las condiciones de M, no es otra que S, lo
gue puede resumirse notandoque S=n S;,y que SO Sz y
entoncesS n Sg=S,0seaqueS; n S, n...5, n Sg=S.
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