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Abstract | An important property of many complex systems is the presence of scaling laws,
which are characterized by the fact that some of the variables that describe the behavior
of the system are related through power-laws. Scaling laws have two important general
implications: (i) the self-similarity of the system over a wide range of scales (each part of
the system is similar to the entire system), and (ii) “rare events” which should occur with
low probability are in fact not so “rare” and occur much more often than expected. In this
work we discuss dynamical criticality as one of the main mechanisms generating scaling
laws in complex systems. We will focus mainly on majority voter models and neuronal
networks. It is surprising that two systems which are apparently so different (networks of
voters and networks of neurons) can actually be described using the same conceptual and
methodological tools. This illustrates the universality of critical phenomena and the cor-
responding scaling laws.
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Resumen | Una propiedad importante de muchos sistemas complejos es la presencia de
leyes de escalamiento, las cuales se caracterizan por el hecho de que las variables que
describen el comportamiento del sistema se relacionan a través de leyes de potencias. Las
leyes de escalamiento generalmente tienen dos implicaciones importantes: (i) la auto-si-
militud del sistema en un gran rango de escalas (cada parte del sistema se parece al siste-
ma completo), y, (ii) los “eventos raros” (es decir, eventos poco probables) no son tan raros
y ocurren mucho mas frecuentemente de lo que se esperaria. En este trabajo discutimos
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la criticalidad dinamica como uno de los principales mecanismos que generan leyes de
escalamiento en sistemas complejos, enfocandonos principalmente en modelos de forma-
cion de opiniones y en redes neuronales. Veremos que dos sistemas aparentemente muy
distintos (redes de votantes y redes neuronales) pueden describirse practicamente con las
mismas herramientas conceptuales y metodolégicas, lo cual ilustra la universalidad de los
fenémenos criticos y las correspondientes leyes de escalamiento.

Palabras clave | criticalidad, escalamiento, redes neuronales, modelos de votacion.

Introduccion

LAS LEYES de escalamiento ocurren en muchos fenémenos naturales y sociales tan
diversos como temblores (Bak et al. 2002; Heimpel 1997), precipitaciones atmos-
féricas (Dickman 2003; Peters y Neelin 2006), erupciones solares (Parnell et al.
2009; Boffetta et al. 1999), la intensidad de las guerras medida en términos del
namero de victimas (Spagat et al. 2006), el nimero de personas infectadas en epi-
demias (Pastor-Satorras y Vespignani 2001; Antonio et al. 2014; Fredrik Liljeros,
Edling y Amaral 2003), el tamaifio de las ciudades medido en nimero de habitan-
tes (Gabaix 2016), la distribucién de la riqueza en una sociedad (Churchill 1997;
X. Gabaix 2008; Ogwang 2011) y la dinamica neuronal en el cerebro (Plenz y Thia-
garajan 2007), por mencionar solo algunos ejemplos. El significado e interpreta-
cion de las leyes de escalamiento varian de un sistema a otro, pero generalmente,
cuando se encuentra una ley de escalamiento en un sistema hay dos posibles in-
terpretaciones no necesariamente excluyentes. La primera es que algun aspecto
de este sistema se repite a muy diferentes escalas, lo que trae como consecuencia
que cada parte del sistema sea similar al sistema completo. Y la segunda consiste
en que eventos que se consideran “raros” en realidad no son tan raros y pueden
ocurrir con mas probabilidad de lo que uno esperaria. Para ilustrar estas dos in-
terpretaciones tomemos como ejemplo la observacién hecha en la década de los
afnos 20’ del siglo pasado, por el economista Vilfredo Pareto, consistente en que
la riqueza sigue una ley de escalamiento respecto a la forma en la que se distri-
buye entre los miembros de una sociedad (Churchill 1997). Pareto descubri6é que
si se considera una sociedad cualquiera, se encuentra que aproximadamente el
45% de la riqueza total de la sociedad esta en manos del 5% de sus habitantes. Y
esta proporcion se cumple mas o menos independientemente de la escala a la que
estemos viendo la sociedad: a la escala de una ciudad, de un estado, de un pais o
del mundo entero. En este sentido, la distribucién de la riqueza en cada parte del
sistema se parece al sistema total. Pero ademas, como veremos mas adelante, la
ley de escalamiento de Pareto tiene una consecuencia importante y es que las per-
sonas muy muy ricas, aungque son pocas, no son tan pocas como lo imaginamos.
Hay mas ricos acaparadores de riquezas de lo que creemos.
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;Cbémo surgen las leyes de escalamiento en un sistema? Es decir, ;qué tipo
de interacciones se deben establecer entre los elementos de un sistema para
que este desarrolle una ley de escalamiento? No lo sabemos de forma general
para cualquier sistema, pero hay dos mecanismos importantes que ciertamente
generan leyes de escalamiento. Uno es el enlace preferencial introducido por los
fisicos Albert-Laslo Barabasi y Reka Alber, en 1999, para describir la formaciéon
de redes complejas (Barabasiy Albert 1999), y el otro es la criticalidad dindamica,
la cual fue estudiada de forma sistematica por muchos fisicos (entre ellos Mi-
chael Fisher, Leo Kadanoff y Kennett Wilson) en las décadas 70’ y 80’ del siglo XX
(Hohenberg y Halperin 1977; Wilson 1983; Stanley 1999). La criticalidad dinami-
ca se refiere a un estado muy particular de un sistema que esta a punto de sufrir
una transicién en su comportamiento, pasando de un régimen ordenado a uno
desordenado (o viceversa). Justo en este punto de transicion en el que el siste-
ma esta decidiendo si se comporta ordenadamente o desordenadamente, sur-
gen leyes de escalamiento en casi todas las propiedades que caracterizan el sis-
tema (Stanley 1999). En este trabajo describiremos el surgimiento de las leyes
de escalamiento por medio de la criticalidad porque es este mecanismo el que
definitivamente confiere mayor riqueza a las leyes de escalamiento. En particu-
lar, nos enfocaremos en la dinamica de formacién de opiniones y en la dinamica
neuronal pues, aunque aparentemente son sistemas muy diferentes (grupos de
votantes versus grupos de neuronas), veremos que tienen muchas propiedades
en comun.

Sin embargo, antes de ver los mecanismos que generan leyes de escalamien-
to, es necesario comprender cémo se describen matematicamente dichas leyes.
Para esto, consideremos una funcién y(x) que relaciona dos variables x e y. De-
cimos que la funcién y(x) es escalable si al cambiar la escala en x lo inico que
ocurre es que también se cambia la escala en y, pero no se cambia la forma de
la funcién. Lo anterior se describe matematicamente de la siguiente forma. Su-
pongamos que cambiamos la escala en x multiplicando esta variable por un fac-
tor de escala a. Entonces, decimos que y(x) es escalable si se cumple:

y(ax) = by(x) (1)

donde b es otro factor de escala. Es importante enfatizar que la ecuaciéon
anterior significa que el tinico efecto de haber cambiado la escala en el eje x (por
un cierto factor a) es simplemente el de cambiar la escala en el eje y (por otro
factor b), pero la funcién y(x) no cambia su forma después de haber llevado a
cabo estos escalamientos. Se puede demostrar formalmente que las Gnicas fun-
ciones que satisfacen la condicion de escalamiento dada en la Ec. (1) son nece-
sariamente de la forma:
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y(x) = Ax" (2)

donde A es una constante y y es el exponente de escalamiento. A las funciones
definidas en la Ec. (2) se les llama leyes de potencia y son las Unicas funciones
con la propiedad de escalamiento definida en la Ec. (1), es decir, son las Unicas
funciones que al escalarlas se siguen viendo iguales (solo que a una escala dis-
tinta). Es importante enfatizarlo: la propiedad de escalamiento no se cumple
para otras funciones como la exponencial, el logaritmo, las funciones trigono-
métricas o ninguna otra funcion. Por lo tanto, cuando decimos que existe una
ley de escalamiento en algun sistema significa que algunas de las variables que
describen el comportamiento de dicho sistema se relacionan a través de leyes
de potencia como la dada en la Ec. (2).

Volvamos al caso de la distribucion de la riqueza en una sociedad. Pareto
encontr6 que la probabilidad y(x) de que una persona tenga un salario igual a x
esta dada por:

0 six<x,
y(x) = (3)
A six>x,

donde A= xf;_l(a— 1) es la constante que garantiza la normalizacién de la proba-
bilidad, @ = 2.36 es el exponente de escalamiento, y x,, es el valor del salario
minimo (en principio, nadie deberia tener un sueldo menor al salario minimo).
La ecuacion anterior contiene mucha informacién sobre cémo se distribuye la
riqueza en la sociedad. Por ejemplo, si u(x) es la fraccion de personas con un
salario mayor que x, entonces:

0 a-1
u(x) =fy(x’)dx’= (%”) (4)

Por otro lado, la riqueza total R en la sociedad es:

R=j}xy(x)dx=xmUl_1 (5)
a-2
X

m

mientras que la riqueza R, acumulada por las personas con un salario mayor

que Xq es:
0 X a-1 _
R, =J.x y(x)dx = Xq(x_m> ZT; (6)
X

a
q
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Como la fraccién g de las personas con un salario mayor que X, €s, de acuer-
do con la Ec. (4), g = u(xq) = (xq/xm)“‘l, entonces, de las ecuaciones (4), (5) y (6)
se deduce que la fraccion r,= Rq/R de la riqueza total que han acumulado estas
personas esta dada por
—  (@2)/(@1)
r,=4a (7)

Para el caso que encontrd Pareto, con a = 2.36, se desprende que para g =
0.05 entonces r, = 0.45 (el 5% de las personas tiene el 45% de la riqueza). Peor
aun, si hacemos g=0.01 en la ecuacién anterior obtenemos r,= 0.30, lo cual sig-
nifica que el 1% de la poblacién mas rica en la sociedad tiene el 30% de la riqueza
total. Esto es increible, pues para México quiere decir que el 30% de la riqueza del
pais estd en manos de aproximadamente un millon de personas. Es decir, no so-
lamente son los grandes millonarios famosos que todos conocemos (Carlos Slim,
Emilio Azcarraga, Luis Miguel, etc.) los que han acaparado la riqueza de México.
Si la ley de escalamiento de Pareto es cierta, hay por lo menos un millén de per-
sonas extraordinariamente ricas en México de las cuales ni siquiera hemos oido
sus nombres.

¢Por qué son importantes las leyes de escalamiento?

La ley de escalamiento de Pareto discutida anteriormente nos da una idea de las
consecuencias de que la riqueza esté distribuida en la sociedad de acuerdo con
una ley de potencias. Para entender bien el significado de esta distribucion,
comparemos con lo que ocurriria si los sueldos estuviesen distribuidos gaussia-
namente'! de tal forma que la probabilidad de que una persona gane un sueldo
x estuviese dada por y(x) = Ae"*#*/22* Tomemos el caso hipotético en el que la
desviaciéon estandar es igual al promedio: u= A, y tomemos el mismo promedio
que el que se obtiene para la ley de Pareto dada en la Ec. (3), que para a = 2.36
nos da u = 3.77 (en unidades del salario minimo, es decir, haciendo x,, = 1). La
figura 1 muestra una grafica log-log con las curvas que representan la distribu-
cion de Pareto (en negro) y la distribucién gaussiana (en rojo), ambas con el mis-
mo promedio y por lo tanto correspondientes a la misma riqueza total en la so-
ciedad. Lo que es importante es el comportamiento de estas distribuciones en
las “colas”, es decir, para valores grandes de x. Puede observarse que cuando x
crece, la distribucién gaussiana tiende a cero mucho mas rapidamente que la ley
de potencias. Esto tiene implicaciones importantes. Por ejemplo, en el caso de

1 Las distribuciones gaussianas son muy comunes. Por ejemplo, la estatura de las personas
es una variable aleatoria con distribucién gaussiana, siendo u la estatura promedio y A la
desviacion tipica respecto a dicho promedio.
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Figura 1. Graficas log-log de una distribucion ley de potencias y(x) = Cx~ (curva negra) y una distri-
bucién gaussiana y(x) = Ce"***/22 (curva roja punteada).

— Ley de potencias
Gaussiana

1e-008 | o

X

Nota: Ambas distribuciones corresponden al mismo valor de la riqueza total dado en la Ec. (5). Obsérvese
codmo para valores grandes de x la distribucion gaussiana decrece muchisimo mas rapido que la ley de
potencias (tuvimos que cortar la curva gaussiana en x = 25 0 no hubiera cabido en la figura.

Fuente: Elaboracion del autor.

la ley de potencias, 12 de cada mil personas tendran sueldos de mas de 25 sala-
rios minimos (lo cual no es para nada dificil de imaginar en la sociedad en la que
vivimos), mientras que para el caso gaussiano solo 1 de cada catorce mil millo-
nes de personas ganaria mas de 25 veces el salario minimo. Es decir, si la rique-
za estuviese distribuida gaussianamente no habria ningiin ciudadano en nues-
tro planeta que tuviese un sueldo de mas de 25 salarios minimos, lo cual es
claramente irreal. Debido a que las distribuciones gaussianas decaen muchisi-
mo mas rapido que las leyes de potencia, a las primeras se les llama distribucio-
nes de “cola corta”, mientras que a las segundas se les llama de “cola larga”.
Como ya hemos dicho, Pareto encontr6 que la riqueza en las sociedades rea-
les se distribuye de acuerdo con una ley de potencias de la forma y(x) = Ax™. En
este caso, la desigualdad en la distribucién de la riqueza es enorme debido a
que la probabilidad de los “eventos raros” (es decir, de que haya personas extre-
madamente ricas) es mucho mayor que para el caso gaussiano (o que para cual-
quier otra distribucion de “cola corta”). La distribucién de la riqueza es solo un
ejemplo que presenta una ley de escalamiento. En la tabla 1 se dan mas ejem-
plos de leyes de escalamiento en sistemas muy diferentes. Como puede verse
de esta tabla, las leyes de escalamiento frecuentemente ocurren en la funcién
y(x) que determina la probabilidad de alguna variable x. De particular importan-
cia son los casos cuando el valor del exponente a esta en el intervalo 1< a <3
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(como en todos los ejemplos listados en la tabla 1), porque entonces el sistema
presenta fluctuaciones infinitas. Efectivamente, si x es una variable aleatoria y
y(x) = Ax™ es la funcién de probabilidad de esta variable, se puede demostrar
que la varianza de x es proporcional al siguiente término:

S D R
o= (x—{(x)y(x)dx a—3<hm )

zZ—00 Z“‘3 Xr(:l_3

Xm

Este limite solo existe cuando a > 3. De lo contrario, si @ < 3 resulta que g° =
0. En la practica ninglin sistema es infinito, por lo cual hay que interpretar cui-
dadosamente el hecho de que la varianza de un sistema se haga infinita. Cuando
la varianza de un sistema “explota” o diverge significa que no hay ningun valor
representativo del comportamiento promedio del sistema, debido a que las fluc-
tuaciones alrededor de cualquier promedio calculable ocurren a todas las esca-
las, desde fluctuaciones pequefas hasta fluctuaciones tan grandes como el siste-
ma completo. Por ejemplo, si consideramos las guerras habidas a lo largo de la
historia de la humanidad y de las que tenemos registro historico, no existe un

Tabla 1. Sistemas que exhiben leyes de escalamiento y(x) = Ax™“ entre dos variables x e y.

Significado de y(x) Valor del exponente o
Probabilidad de que una persona escogida al azar en una sociedad gane un
N + 2.36
salario x. (Churchill 1997).
Probabilidad de que en una guerra ocurran x victimas mortales. (Spagat et 1.7 —>2.7
al. 2006). (dependiendo del pafs)
Probabilidad de que un hombre escogido al azar en una sociedad haya
. . . P - i 2.31
tenido x parejas sexuales diferentes en el dltimo afio. (Liljeros et al. 2001)
Probabilidad de que un grupo de animales salvajes recorra una distancia x
. P 2.18
buscando comida. (Ramos—Fernandez et al. 2004).
Probabilidad de que ocurra una explosion magnética de intensidad x en el
1.85
Sol. (Parnell et al. 2009).
Probabilidad de que ocurra una lluvia de intensidad x en cualquier parte 146
del mundo. (Peters, Hertlein y Christensen 2001). 3
Probabilidad de que una ciudad tenga un ndmero de habitantes x. (Gabaix 10
2016). 03
Probabilidad de que ocurra un temblor de intensidad x. (Bak et al. 2002). 1.0
Probabilidad de que un conjunto de x neuronas en el cerebro se activen )
espontaneamente. (Plenz y Thiagarajan 2007). 75
Ndmero de especies distintas contenidas dentro de un area x en un ecosis- o
tema. (Tjgrve y Tjgrve 2017). 3

Fuente: Elaboracion del autor.
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numero representativo del promedio de victimas mortales en cada una, puesto
que han habido guerras que tienen desde unos cuantos muertos (como el Niger
Delta Conflict) hasta otras en donde los muertos se cuentan por decenas de mi-
llones (como la Segunda Guerra Mundial). Aunque es posible calcular el prome-
dio aritmético de los muertos en todas esas guerras (puesto que uno siempre
puede calcular el promedio de cualquier conjunto finito de nameros), dicho pro-
medio no seria representativo de ninguna guerra, pues debido a que las fluctua-
ciones son infinitas, no existe tal cosa como una “guerra promedio” representati-
va. La ley de escalamiento en este caso (cuyo exponente es 2.5 (Spagat et al.
2006)), nos dice que han habido guerras de todas las escalas, chicas, medianas,
grandes y mas grandes, de tal manera que ningiin promedio es representativo de
ninguna guerra, y el hecho de que la varianza explote quiere decir que podria in-
cluso haber una guerra en la que el nimero de muertos sea casi del tamafio del
sistema completo (esto es, del total de habitantes de la Tierra).

Lo mismo ocurre con los temblores (el exponente en este caso es a ~ 1 (Bak
et al. 2002)), pues hay desde temblores muy suaves hasta terremotos muy in-
tensos, sin que haya un valor “promedio” representativo para la intensidad de
un temblor. O el nimero de parejas sexuales distintas que una persona pueda
tener (el exponente es a =~ 2.31), ya que hay desde aquellos que solo han tenido
una (o ninguna) pareja sexual en toda su vida, hasta los mas promiscuos que
han tenido cientos o miles de parejas sexuales diferentes (principalmente traba-
jadores sexuales) (Liljeros et al. 2001; Fredrik Liljeros, Edling y Amaral 2003).

La importancia de las leyes de escalamiento, cuando aparecen en funciones
de probabilidad, radica en dos puntos:

e La probabilidad de que ocurran eventos raros, aunque pequefa, no es
en absoluto despreciable, lo cual hace que haya una distribucién mucho
mas desigual de los valores que adquieren las variables que caracteri-
zan el sistema.

e Las fluctuaciones en el comportamiento del sistema ocurren a todas las
escalas y pueden llegar a ser tan grandes como el sistema completo, de
tal manera que no existe un “valor promedio” representativo de las va-
riables del sistema.

Criticalidad dinamica: El modelo de votantes

No existe un mecanismo universal que genere leyes de escalamiento en la Natura-
leza. Cada sistema fisico, biolégico, social o econ6mico puede obedecer a diferen-
tes reglas de interaccién y organizacion que seran las que generen leyes de esca-
lamiento en el sistema especifico bajo consideracion. Sin embargo, un mecanismo
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muy importante es la criticalidad dindmica, que ocurre cuando en un sistema exis-
te una transicién de fase entre estados ordenados y estados desordenados (Stan-
ley 1999). El punto en el que se da dicha transicién se llama “punto critico” y es
justo alli, en el punto critico, donde aparecen las leyes de escalamiento en las pro-
piedades que caracterizan al sistema. La importancia de la criticalidad dinamica
radica en que la existencia de los puntos criticos solo depende de propiedades
muy generales de las interacciones que hay entre los elementos que conforman el
sistema, y no de los detalles especificos de dichas interacciones. Por lo tanto, pun-
tos criticos muy similares pueden observarse en sistemas muy diferentes, tales
como, por ejemplo, la dindmica neuronal, el comportamiento magnético de un
iman o la formacién de opiniones en una sociedad.

Para ilustrar el concepto de criticalidad consideremos un modelo de una so-
ciedad de N personas en la que se esta llevando a cabo un proceso de votacion
respecto a un tema que tiene dos posibles opciones. Por ejemplo: “estds a favor
0 en contra del aborto”. La opinion de cada persona la podemos entonces repre-
sentar por una variable binaria ¢ que puede tomar solo los valores +1 o -1. La
sociedad esta representada por el conjunto de variables {¢,,0,, --- ,0,}, en donde

Figura 2. La red social representada por un conjunto de nodos.

_)+1 n .n n
[ {_1 O-Tl «— {0-1 ,0-2 ,'",O'Rn}

P(w)

Nota: La red social se representa por un conjunto de N nodos {0, ,...,0,,}, cada uno adquiriendo el valor +1
o -1 dependiendo de la opinidn de la persona a la que representa. Cada nodo o, recibe opiniones de un
conjunto {g} - ,a,fn } de otros nodos de la red (sus “amigos”, representados por las flechas entrantes). Las
conexiones estan ponderadas por los factores de influencia w,,,,, los cuales se seleccionan aleatoriamente
de una distribucién gaussiana con promedio py varianza d%, como la mostrada en la parte derecha de la
figura. La region sombreada bajo la curva gaussiana representa la fraccion de influencias negativas y su
tamafo depende del pardmetro a = /0.

Fuente: Elaboracion del autor.
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la variable o, representa la opinion del n-ésimo individuo. Las personas en la
sociedad forman una red de amigos que intercambian opiniones, lo cual repre-
sentamos por una red de N nodos como la mostrada en la figura 2, en donde los
nodos son las personas y las conexiones entre ellos son relaciones de amistad.
Supongamos que el nodo g, tiene k, amigos que influyen en su opinién, los cua-
les representaremos por {o},0,, --- ,al’jn}. Sin embargo, no todos estos amigos in-
fluyen de la misma manera en la opinion de g, pues habra algunos que influyan
mas que otros. Es mas, algunas de estas influencias podrian incluso ser negati-
vas (como cuando alguien siempre hace lo contrario de lo que dice su mama).
Por lo tanto, a las conexiones de esta red hay que asignarles pesos (o intensida-
des) para determinar qué tanto influye un nodo en la opinién de otro. Denotare-
mos como w, a la intensidad de la interaccion entre el nodo g,y su m-ésimo
amigo oy llamaremos a este numero la influencia que tiene o sobre g,. La red
consiste entonces en un conjunto {,,0,, --- ,0,} de N variables conectadas entre
si, siendo {o],0), - ,afn} los nodos con conexiones entrantes? al nodo o,y
W, W, - Wk )} las correspondientes influencias de estas conexiones (figura
2). Existen muchisimas maneras de crear una red. Aqui supondremos que los k,
amigos del nodo g, estan escogidos al azar dentro de la red, y que las influencias
correspondientes w, también estan escogidas al azar a partir de una funcion de
probabilidad P(w) gaussiana con promedio u y varianza §°, como se ilustra en la
figura 2. Es importante notar que la fraccién de influencias negativas (region
sombreada en la curva gaussiana de la figura 2) depende del parametro a = u/§,
al cual llamaremos pardmetro de influencia. Entre mas grande sea «, menos in-
fluencias negativas hay en la red, y, viceversa, entre mas chico sea @, mas in-
fluencias negativas habra.?

El proceso dinamico de formacién de opiniones que simularemos es el siguien-
te: supongamos que cada persona g, se reune con sus amigos {g,a7, --- ,a;'n} perio-
dicamente cada cierto tiempo 7 para discutir el tema en cuestién e intercambian
opiniones. Después, el nodo g, se va su casa para reflexionar, ponderando las opi-
niones de sus amigos y formandose asi su propia opinion. Después de ponderar las
opiniones recibidas, muy probablemente este nodo adquirira la misma opinién que
tienen la mayoria de sus amigos (por eso son sus amigos, ya que seguramente com-

2 Son conexiones entrantes porque en esta red las conexiones son dirigidas, ya que si el
nodo o,, tiene influencia en la opinion del nodo g, no necesariamente ocurre lo contrario, es
decir, no necesariamente pasa que g, tenga influencia sobre g,. Por ejemplo, para un estu-
diante la opiniéon de uno de sus maestros puede tener mucha influencia, pero este maestro
puede ni siquiera estar enterado de la opinion del estudiante.

3 De hecho, es facil demostrar que si f. y f, son la fraccion de influencias negativas y posi-
tivas, respectivamente, entonces f. = 1/2 [1 - Erf(a /JZ)] mientras que f, = 1/2 [1 + Erf(a
/JZ)], donde Erf(x) es la funcién error. Por lo tanto, hay una relacion univoca entre el para-
metro de influencia « y la fraccion de influencias negativas (o positivas) en la red.
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parten muchas cosas en comun). Pero existe la posibilidad de que después de re-
flexionarlo, el nodo o, adquiera la opinion contraria a la que tienen la mayoria de
sus amigos. Esto lo modelamos haciendo que el valor de la variable o, cambie en el
tiempo de acuerdo con la siguiente regla dinamica:

kn
Sig Z W,.0m(t) | con probabilidad p
m=1
o,(t+7)={ 8)
kn
- Sig anmag(t) con probabilidadg=1-p
m=1

donde la funcién signo Sig(x) se define como Sig(x) =1 si x> 0y Sig(x) =-1 si x
< 0. El término ka’il w,,.0n(t) es la suma ponderada de las opiniones de los ami-
gos de g,. Por lo tanto, la ecuacién anterior nos dice que después de reflexionar
durante un tiempo t, el nodo g, adquiere la opiniéon de la mayoria (ponderada)
de sus amigos con probabilidad p, o bien adquiere la opinién contraria a la de
la mayoria con probabilidad g =1 — p. Este parametro p, al que llamaremos pa-
rdmetro de empatia, es entonces la probabilidad de estar a favor de la opinion
mayoritaria, y representa qué tan independiente es la opinion de cada persona
respecto de lo que opinen los demas (g seria entonces el parametro de discordia,
ya que es la probabilidad de ir en contra de la opinién mayoritaria).

Para determinar si la sociedad en conjunto ha llegado o no a un consenso
respecto al tema por el que estan votando, definimos el parametro de orden M
como:

N
M) =1 a(t) ©)
n=1

lo cual es simplemente la opinién promedio de todas las personas en la socie-
dad al tiempo t. Si [M(t)] » 1 quiere decir que la gran mayoria de las personas
tienen ya la misma opinion (ya sea +1 o -1), mientras que si |[M(t)| = O entonces
aproximadamente la mitad de las personas tienen la opinién +1 mientras que la
otra mitad tienen la opinién -1, las opiniones estan divididas y la sociedad en
su conjunto no ha llegado a ninglin consenso. La figura 3 muestra graficas tipi-
cas de M(t) como funcién del tiempo para una red en particular y distintos valo-
res de los parametros ¢ y g. En las simulaciones que se realizaron para generar
las curvas de la figura 3, la red comenzaba con una condicién inicial en la que
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Figura 3. Parametro de orden M(t) como funcion del tiempo para dos conjuntos diferentes de valo-
res de parametros.
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t
Nota: La curva negra corresponde a ¢ = 0.05 y @ = 1.5, mientras que la curva roja se calculé con g = 0.25
y a = 0. En ambos casos el sistema parte de una condicién inicial aleatoria en la que aproximadamente
la mitad de los nodos tiene el valor +1y la otra mitad el valor —1. N6tese cémo para el primer conjunto de
parametros la red alcanza un estado ordenado estacionario con un valor promedio M = 0.9, mientras que
en el segundo caso la red nunca sale del estado desordenado.
Fuente: Elaboracion del autor.

aleatoriamente el 50% de los nodos tenia el valor +1 y el otro 50% el valor -1.
Como puede verse, hay combinaciones de los pardmetros ¢ y g para los cuales
la sociedad alcanza un consenso (|[M(t)| ~ 1, curva negra), mientras que hay otras
combinaciones para las cuales la sociedad nunca alcanza un consenso y las opi-
niones permanecen siempre divididas (|[M(t)| = 0, curva roja). A la region de pa-
rametros para los cuales [M| > 0 la llamaremos fase ordenada, mientras que la
region de parametros para los cuales M = 0 sera la fase desordenada.

:De qué depende el que la sociedad alcance o no un consenso? La respuesta
esencialmente es la siguiente: el pardmetro de activacion a y el pardmetro de
empatia p deben ser grandes. ;Pero qué significa “grande” o “pequefio” en este
contexto? Es decir, jgrande o pequefio respecto a qué?

Un analisis riguroso de campo promedio* de la dindmica dada en la Ec. (8)
muestra que la evoluciéon temporal del parametro de orden esta dada por (Alda-
na y Larralde 2004):

4 En las teorias de campo promedio, uno supone que el comportamiento promedio de toda
la red esta bien representado por el comportamiento promedio de un solo nodo. Esta supo-
sicién generalmente no es cierta. En el caso que nos ocupa, la suposicién de campo prome-
dio solo seria cierta si los amigos de cada persona estan escogidos totalmente al azar dentro
de cualquier parte de la red. Sin embargo, para sociedades con mucha segregacion en las
cuales se forman grupos, o clanes, de personas con las mismas ideas (por ejemplo, grupos
de personas religiosas, o grupos de personas liberales, etc.), los cuales casi no interactiian
entre si, entonces la suposicion de campo medio no es valida.
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V(k/2) a0 M(t)

M =(1-2q)Erf ’
=2 e o @

(10)

donde Erf(x) es la funcion error y k es el nimero promedio de conexiones
de entrada de cada nodo. Lo primero que puede observarse de la ecuaciéon an-
terior es que si @ = 0, entonces la tinica soluciéon posible es M(t) = 0 (pues Erf(0)
= 0). El que a = 0 significa que la distribucién gaussiana que determina las in-
fluencias w,, esta centrada en cero, es decir, habra la misma cantidad de in-
fluencias positivas como negativas. No es de extrafar entonces que el consenso
en la sociedad nunca pueda alcanzarse si la mitad de las personas que influyen
en nuestra opinion lo hacen de forma positiva, y la otra mitad lo hacen de for-
ma negativa.

Para encontrar soluciones no triviales de la ecuacién (10) utilizamos méto-
dos numeéricos, lo cual nos permite resolverla de forma muy sencilla. Sobre
todo, queremos resolverla para el valor estacionario de M(t). Como puede verse

Figura 4. Curvas de transicion de fase para el modelo de votantes con una conectividad promedio
K=r5.
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Nota: (a) Al dejar fijo el valor del pardmetro de influencia en a = 5y variar el parametro de discordia g, el
sistema pasa de una fase ordenada para la cual M > 1 a otra fase desordenada en donde M = o. La transi-
cién de fase ocurre en el punto critico g, = 0.2145. (b) Una transicion de fase analoga se obtiene ahora al
dejar fijo el valor de g = 0.05 y variar el parametro de influencia a. Notese que en este caso, para valores
menores al valor critico @, = 0.795 no hay orden en la sociedad. Se necesita que la fraccion de influencias
positivas exceda un cierto valor critico (determinado por a,) para que la sociedad llegue a un consenso.
Fuente: Elaboracion del autor.
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en la figura 3, después de un cierto tiempo transitorio, el parametro de orden
M(t) se estabiliza y alcanza un valor estacionario promedio. En el estado estacio-
nario, el paradmetro de orden ya no cambia (salvo pequefias fluctuaciones indu-
cidas por la probabilidad g que tiene cada individuo de ir en contra de la mayo-
ria); de tal forma, en el estado estacionario se cumple que M(t+ ) = M(t) = M. Es
en este régimen donde resolvemos la Ec. (10) obteniendo M como funcién de g,
a y k. La figura 4a muestra la grafica de M(qg, a, k) como funciéon de g para para
una red con una conectividad promedio k=5 y el valor fijo de « = 5. Puede ob-
servarse que cuando g es pequefio, es decir, cuando la probabilidad de ir en con-
tra de la mayoria es pequefa, la sociedad alcanza un estado ordenado en el que
M ~ 1. Sin embargo, al incrementar el valor de g, el consenso en la sociedad va
disminuyendo gradualmente hasta que se anula completamente en un valor cri-
tico q,~ 0.2145. Si seguimos incrementando el valor de g por arriba de este va-
lor critico, resulta que M = 0 siempre. Lo anterior significa que si la opinién de
cada persona es muy independiente de lo que digan los demas, entonces nunca
podremos ponernos de acuerdo en ningiin tema. La figura 4a muestra entonces
una transicion entre la fase ordenada y la fase desordenada conforme el para-
metro de discordia crece. La transicion ocurre justo en valor critico g..

Por otro lado, también existe una transicion entre la fase ordenada (M > 0) y
la fase desordenada (M= 0) al variar el pardmetro de influencia @ y mantener fijo
el parametro de discordia en el valor g = 0.05, como se muestra en la figura 4b,
en donde la transicion ocurre en el valor critico a_~ 0.796. Ya habiamos sefala-
do antes que para a = 0 el sistema se encuentra en la fase desordenada. Al ir
aumentando el valor del parametro « el sistema se mantiene en la fase desorde-
nada hasta que justo en el valor critico «, se da la transicion a la fase ordenada
y la sociedad comienza a llegar a un consenso. Esto significa que si queremos
que haya un consenso en la sociedad, el numero de influencias negativas en las
relaciones interpersonales no puede exceder de un cierto valor critico.

La figura 5 muestra el diagrama de la transicion de fase completa como fun-
cion de los parametros q y a. Se puede ver que hay toda una curva de puntos
criticos (g, a) en la que el sistema pasa de la fase ordenada a la fase desorde-
nada. En estos puntos criticos, aunque el parametro de orden se anula igual que
en la fase desordenada, el sistema tiene un comportamiento dinamico muy in-
teresante. La figura 6 muestra imagenes del sistema en las tres fases: ordenada,
critica y desordenada. Cada cuadrito representa un nodo de la red, y se ha dibu-
jado en verde si el valor del nodo correspondiente es +1, y negro si es —1. En la
fase ordenada la sociedad ha llegado a un consenso, de tal forma que la imagen
se ve mayoritariamente verde excepto por aquellos pocos individuos que van en
contra de la mayoria. En la fase desordenada se ve una mezcla homogénea de
cuadros verdes y negros pues, en promedio, la mitad de las personas tienen la
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Figura 5. Parametro de orden My diagrama de fase.
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Nota: (a) El panel superior muestra el parametro de orden M como funcién de los parametros de control
gy a; también muestra el diagrama de fases indicando las fases ordenada (M » 1) y desordenada (M = o).
La curva que separa estas dos fases (panel inferior) es la curva critica. Es decir, cualquier punto de esta
curva es un punto critico.

Fuente: Elaboraci6n del autor.

opinién +1 y la otra mitad tienen la opinién -1, y los unos y los otros estan mas
o0 menos mezclados de manera uniforme en la sociedad. Sin embargo, en el pun-
to critico el sistema forma dominios de opinion, es decir, grupos de nodos con-
tiguos del mismo color. Dentro de estos dominios los nodos estan altamente
correlacionados. Asi, aunque M = 0 en el punto critico igual que en la fase des-
ordenada, la estructura interna del sistema es muy distinta.

Observando detenidamente la figura 6 vemos que en el punto critico ocu-
rren dominios de todos los tamafos, desde dominios pequeiiitos (casi puntos
aislados), dominios de tamafo intermedio, hasta dominios enormes que abar-
can todo el sistema (invitamos al lector a encontrar un camino que atraviese
toda la imagen sin salirse de un dominio verde o de uno negro). Por el contrario,
en la fase ordenada solo existe un gran dominio verde que abarca casi todo el
sistema salpicado por puntos negros, mientras que en la fase desordenada los
dominios negros o verdes son muy pequefios. Si ignoramos el dominio enorme
de la fase ordenada que siempre va a estar presente, puede demostrarse que la
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Figura 6. Estructura del sistema en las tres fases dindmicas: ordenada, critica y desordenada.

fase ordenada M=09 punto critico fase desordenada

Nota: Observe la estructura de dominios de todos los tamafios (verdes y negros) que aparecen en el punto
critico. La existencia de estos dominios en punto critico es una muestra clara de que la longitud de corre-
lacion entre nodos se hace del tamafio de todo el sistema (diverge).

Fuente: Elaboracion del autor.

probabilidad G(s) de encontrar un dominio de tamafio s se comporta de la si-
guiente manera:®

s en las fases ordenada
e y desordenada
G(s) = (11)

s en el punto critico

donde p depende del valor especifico de los parametros q y a. Lo anterior nos
dice que, exceptuando el dominio enorme de la fase ordenada, es muy poco pro-
bable encontrar dominios grandes en las fases ordenadas y desordenadas pues
la probabilidad decae exponencialmente. Sin embargo, en el punto critico la dis-
tribucion del tamaro de dominios es una ley de potencias, por lo que podemos
encontrar dominios de todos los tamafios, desde los muy pequefos hasta los
que cruzan todo el sistema de lado a lado.

Dentro de un dominio, los nodos estan altamente correlacionados. Eso signi-
fica que si forzamos a un nodo a cambiar su valor, esta perturbacion puede pro-
pagarse a todos los nodos que estan dentro de ese dominio, como una especie de
efecto domind. En la fase desordenada, el perturbar alguno de los nodos no tiene
casi ningun efecto, pues solo se verian afectados los nodos que estén dentro de
su dominio, pero como en dicha fase los dominios son muy pequeiiitos, las per-
turbaciones no llegarian muy lejos, extinguiéndose de forma practicamente in-
mediata. Lo mismo pasa en la fase ordenada. Aqui, aunque existe un dominio

5 En este caso, el tamano s de un dominio se refiere al nimero de nodos que contiene.
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enorme, las perturbaciones también desaparecen rapidamente precisamente
porque ese dominio enorme no permite que los nodos cambien de opinién. Ima-
ginemos una sociedad en la que la gran mayoria de las personas estan convenci-
das de algiin tema, (por ejemplo, de que el aborto deberia ser una opcién legal).
Si de pronto perturbamos a una de estas personas convencidas presentandole
cierta evidencia que la haga estar en contra de la opiniébn mayoritaria, muy pro-
bablemente esta perturbaciéon no durard mucho ni se propagara a mas personas,
puesto que los amigos de la persona que perturbamos la volveran a convencer
de estar a favor. Y si por casualidad esa persona lleg6 a convencer a alguno de
sus amigos de estar en contra, los amigos de los amigos los volveran a convencer
de estar a favor, pues en esta fase la gran mayoria de los nodos estan a favor y
eso presenta una resistencia enorme para los que quieren cambiar de opinién.
Esto ocurre no porque los nodos estén fuertemente correlacionados en la fase
ordenada, sino por la enorme presiéon social para estar a favor de un tema.

En el punto critico, la situacién es radicalmente diferente, pues aqui, aun-
que las opiniones estan divididas mitad y mitad, si existen correlaciones muy
fuertes entre los nodos que estan dentro de un mismo dominio. Por lo tanto, si
dentro de un dominio verde perturbamos a un nodo obligandolo a hacerse ne-
gro, esta perturbacion se propagara a los amigos del nodo perturbado, los cua-
les transmitiran la perturbacién a sus amigos, y asi sucesivamente. El resultado
es que en el punto critico la perturbacién se propagara a través de todo el domi-
nio cambiando el valor de los nodos que pertenecen a él. Debido a que en el
punto critico existen dominios de todos los tamafios, ocurre que una sola per-
turbacion puede cambiar el estado de dominios pequefos, de dominios media-
nos o incluso de dominios enormes que abarcan todo el sistema.

Otra propiedad que se convierte en una ley de potencias en el punto critico
es la correlacion estadistica entre los nodos. Supongamos que los nodos o,y 0,
estan separados por una distancia r. La funcién de correlacion se define como
«(r) = (0,0, - (g,)X0,) donde los paréntesis angulares () denotan el promedio
sobre todas las parejas de nodos que estan separados por la misma distancia r.
Puede demostrarse que cerca del punto critico, la funcién de correlaciéon se
comporta como:

e ¢

Cry~4——

— (12)

En esta expresion n es un exponente cuyo valor solo depende de la estruc-
tura de la red social, mientras que ¢ es la longitud de correlacién que determina
la distancia a partir de la cual los nodos dejan de estar correlacionados. Esta
longitud de correlacion depende del valor de los parametros gy a de la siguien-
te manera:
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Exlag-a.q. " (13)

donde v es un exponente positivo. La implicacion importante de la ecuaciéon an-
terior es que al acercarnos al punto critico, es decir, cuando a« = a.y g — q,, se
tiene que & — oo, Es decir, en el punto critico la longitud a la cual los nodos se
correlacionan se hace infinita (del tamafio de todo el sistema). Esto queda mani-
fiesto en la figura 6 con los dominios verdes y negros que atraviesan todo el sis-
tema. La existencia de esos dominios se debe precisamente a que la longitud de
correlaciéon se hace infinita, de donde resulta también, a partir de la ecuacién
(12), que en el punto critico la funcion de correlacion queda como una ley de
potencias: C(r) = r". La figura 7 muestra la grafica de C(r) en la fase ordenada y
en el punto critico. Como puede verse, en la fase ordenada la correlacion entre
nodos decrece muchisimo mas rapido con la distancia que en la fase critica. Por
lo tanto, aun cuando en la fase ordenada existe un gran dominio que abarca uni-
formemente todo el sistema, eso no significa que los nodos en este dominio es-
tén fuertemente correlacionados.

Desde nuestro punto de vista, la propiedad mas importante de la dinamica
en punto critico es la siguiente:

Debido a que en el punto critico las correlaciones se hacen infinitas, un siste-
ma operando con dindmicas criticas puede responder de forma colectiva a las
perturbaciones, propagdndolas incluso a través de todo el sistema.

Finalmente, quisiéramos hacer notar que el modelo de votantes que presen-
tamos en esta seccion y cuya dinamica esta dada por la Ec. (8) también puede

Figura 7. Funcidon de correlacion entre nodos como funcién de la distancia que los separa.
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Nota: La curva negra corresponde al punto criticoy la curva roja corresponde a la fase ordenada con g=0.2
y a = 5 (es decir, no muy lejos del punto critico, véase la figura 4a). Es importante observar que la funcion
de correlacién decrece mucho mas rapido en la fase ordenada que en el punto critico.

Fuente: Elaboracion del autor.
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considerarse como un modelo de red neuronal. De hecho, el modelo que presen-
tamos aqui es una generalizaciéon de un modelo que formularon Warren McCu-
lloch y Walter Pitts en 1943 para describir la dindmica de redes neuronales en el
cerebro (McCulloch y Pitts 1943; Maass 1997). Es este contexto, cada variable g,
representa el estado de activacién de una neurona, adquiriendo el valor +1 si la
neurona esta activa 0 -1 si la neurona esta inactiva. La neurona o, recibe impul-
sos eléctricos de otras k, neuronas con las que esta conectada (el conjunto
{o,"0,", - ,a,fn}), y si la corriente total recibida es mayor que un cierto umbral, la
neurona o, se activard, de lo contrario, permanecera inactiva. En este caso, los
pesos w, serian las intensidades de las conexiones sinapticas entre las neuro-
nas, y pueden ser positivos o negativos dependiendo de si la conexion sinaptica
es activadora o inhibitoria, respectivamente. El parametro o determinaria en
este caso la fraccién de conexiones activadoras versus las inhibitorias, por lo
que en este caso se llamaria pardmetro de activacion. Por otro lado, el parame-
tro g determina la probabilidad de que una neurona no se active a pesar de que
recibe una sefial eléctrica que en principio deberia activarla. Esto ocurre porque
hay fluctuaciones aleatorias en el potencial eléctrico de la membrana de la célu-
la, por lo cual podria ocurrir que la neurona se active cuando no deberia activar-
se y viceversa.

Aun cuando el modelo de McCulloch-Pitts es muy sencillo, contiene muchos
aspectos que si se observan en la dindmica neuronal. En particular, es de interés
preguntarse si en el cerebro existe algo parecido a la transicién de fase orden-
desorden de la que hemos estado hablando, lo cual nos lleva a la siguiente sec-
cion.

Leyes de escalamiento y criticalidad en la dinamica neuronal

Es generalmente conocido y aceptado que el cerebro tiene una estructura funcio-
nal modular, de tal manera que regiones distintas del cerebro se encargan de di-
ferentes tareas (Nicolini y Bifone 2016; Russo, Herrmann y de Arcangelis 2014).
Actualmente, la técnica de Imagen por Resonancia Magnética Funcional (FMRI,
por sus siglas en inglés) permite ver en tiempo real las diferentes regiones del
cerebro que se activan cuando realizamos diferentes tareas. La figura 8 muestra
un ejemplo de este tipo de imagenes, obtenidas de una persona a la que se le
puso en un simulador de manejo bajo diferentes condiciones (Schweizer et al.
2013). Se puede ver como se activan regiones distintas dependiendo de si la per-
sona manejaba en linea recta sin distracciones, o cuando tenia que dar una vuel-
ta hacia la derecha o hacia la izquierda con y sin trafico, con y sin musica, etc.
Estas regiones miden algunos cuantos centimetros y se activan o desactivan casi
instantaneamente cuando la persona cambia de actividad. Hasta aqui todo pare-
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Figura 8. Imagenes de resonancia magnética funcional que muestran diferentes regiones del ce-
rebro activandose o desactivandose conforme una persona en un simulador de manejo cambia de
actividad.
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Fuente: Tomada y adaptada de Schweizer et al. (2013).

ce normal y consistente con la estructura modular del cerebro. Sin embargo,
cuando consideramos que cada centimetro cibico de tejido cerebral contiene
aproximadamente 60 millones de neuronas (Witelson, Glezer y Kigar 1995; Aze-
vedo et al. 2009), cabe preguntarse con asombro cémo le hacen los cientos de
millones de neuronas contenidas en cada una de esas regiones cerebrales, para
activarse o desactivarse casi instantaneamente y de forma simultanea ante dife-
rentes estimulos. Cada una de estas regiones es como un arbol de navidad en el
que las luces se prenden y apagan de forma sincronizada al recibir diferentes
estimulos. La diferencia con el arbol de navidad es que cada una de estas regio-
nes contiene, como ya hemos dicho, cientos de millones de “foquitos”. Claramen-
te, dentro de estas regiones cuyo tamafio va desde 1 cm hasta 15 cm, las neuro-
nas estan fuertemente correlacionadas. Aunque 1 cm no parece ser una longitud
muy grande para nosotros, desde el punto de vista de una neurona, cuyo tamafio
tipico es de 2 x 1073 cm, estas regiones correlacionadas son enormes. Para tener
una idea mas concreta, si nos hiciéramos del tamafno de una neurona, una distan-
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cia de 1 cm equivaldria aproximadamente a 1 Km. Es enorme. Ademas, la densi-
dad neuronal también es muy grande, pues seria equivalente a tener a todos los
habitantes de México (que son como 120 millones) viviendo en una ciudad pe-
quena como Morelia. jY todas estas neuronas estan correlacionadas!

;Qué mecanismos dinamicos existen que puedan generar correlaciones entre
neuronas a tan grandes distancias? No muchos. De hecho, nosotros conocemos
solo dos: (i) la topologia de mundo pequeiio (Strogatz 2001), y, (ii) las dinamicas
criticas que, como vimos antes, generan correlaciones de muy largo alcance. Se
sabe que ambos mecanismos estan presentes en el cerebro, pero aqui discutire-
mos solamente la evidencia que muestra la existencia de dinamicas criticas en la
actividad neuronal.

Uno de los principales promotores de la hip6tesis de que el cerebro opera
en punto critico ha sido el Dr. Dante Chialvo, precisamente porque las correla-
ciones que se miden entre las diferentes regiones cerebrales son compatibles
con lo que uno esperaria obtener en dindmicas criticas (Chialvo 2004, 2007 y
2010). Las primeras observaciones experimentales que confirman la hipo6tesis
del cerebro operando en punto critico las llevo a cabo el Dr. Dietmar Plenz y su
grupo, al medir las avalanchas de actividad en tejido neuronal de rata (Beggs y
Plenz 2003; Plenz y Thiagarajan 2007). Para esto, tomaron rebanadas muy del-
gadas de la corteza cerebral de la rata y las mantuvieron vivas en cajas de Petri.
Para medir la actividad neuronal espontdnea del tejido neuronal colocaron nu-
merosos electrodos a lo largo de la rebanada. La actividad registrada es “espon-
tanea” en el sentido de que la rebanada de cerebro, al estar completamente des-
conectada de cualquier 6rgano sensorial, no recibia estimulos externos. Era
simplemente la actividad espontanea de las neuronas, que de forma aleatoria se
activan, la que se registr6 en los experimentos de Plenz. Cuando una neurona
espontaneamente se activa, envia una sefial eléctrica a las neuronas que estan
conectadas con ella, las cuales pueden a su vez activarse mandando sefales
eléctricas a otras neuronas a las que estan conectadas, y asi sucesivamente. Por
lo tanto, la activacion espontanea de una neurona puede (0 no) generar una ava-
lancha de activacién, cuyo tamafio se mide en términos del nimero de neuronas
que se activaron durante la avalancha. Con los electrodos se midié la distribu-
cion del tamano de las avalanchas, obteniéndose los resultados que se mues-
tran en la figura 9a. Sorprendentemente, se obtuvo que la probabilidad P(s) de
que ocurra una avalancha de tamafio s obedece una ley de escalamiento: P(s) »
5732 1o cual es consistente con dindmicas criticas. Sin embargo, para corroborar
que efectivamente esta ley de potencias es resultado de dinamicas en punto cri-
tico, fue necesario sacar al sistema del punto critico y medir las avalanchas en
las fases ordenada y desordenada. Pero, ;cual es el parametro que pone al siste-
ma en punto critico?
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Figura 9. Distribucién del tamafio de las avalanchas de actividad eléctrica espontanea en tejido
neuronal de la corteza cerebral de rata.
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Notas: (a) En tejido neuronal normal, la distribucién de avalanchas obedece a una ley de potencias P(s)
= (s>, Las diferentes curvas corresponden a diferentes cultivos del tejido neuronal (la curva punteada
es una guia que muestra la ley de potencias exacta). (b) Cuando se bloquean los receptores de glutamato
o de acido y—aminobutirico se puede cambiar la fraccién de conexiones sinapticas activadoras versus
inhibidoras, llevando asi al sistema neuronal a la fase ordenada o a la fase desordenada. El parametro k
es una medida de qué tan alejada estéa la dindmica del punto critico, con k <1 correspondiendo a hipo-ac-
tivacién (fase ordenada), mientras que k > 1 corresponde a hiper—activacion (fase desordenada). El punto
critico se tiene para k = 1. Como puede verse, en la fase ordenada las avalanchas son muy pequefas,
mientras que en la fase desordenada hay avalanchas muy grandes (nétese el pico arriba de s = 10%. Solo
el tejido neuronal “normal” (sin ningdn tipo de bloqueador, lo que en los experimentos corresponde a k =
1.04) esté en punto critico, pues la distribucion de avalanchas obedece una ley de potencias.

Fuente: Estas graficas fueron tomadas y adaptadas de las referencias Beggs y Plenz (2003); Shew, Yang,
Yu, Roy y Plenz (2011).

Estudiando un modelo teérico de red neuronal, en 1999, Vreeswijk y Sompo-
linsky mostraron que la proporcién entre activacion e inhibicién en las conexio-
nes neuronales puede cambiar drasticamente la dindamica de la red, llevandola de
dindmicas ordenadas a dinamicas cadticas al variar dicha proporcion (van
Vreeswijk y Sompolinsky 1996). Trabajos posteriores han mostrado que el balan-
ce entre excitacion e inhibicién en los circuitos neuronales puede, efectivamente,
cambiar el estado dindmico de la red neuronal, llegandose incluso a correlacionar
con disfunciones mentales y motoras (Yizhar et al. 2011; Atallah y Scanziani
2009). Estas observaciones son consistentes con lo que mostramos anteriormente
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para el modelo de votantes, que al variar el parametro de activacion (o de influen-
cia) a, uno puede hacer que la red pase de la fase ordenada a la fase desordenada.
Tomando esto en cuenta, Plenz y su grupo cambiaron experimentalmente la pro-
porciéon entre las conexiones sinapticas activadoras y las inhibidoras simplemen-
te bafiando el tejido neuronal con soluciones que contenian moléculas antagonis-
tas de los receptores de glutamato en el primer caso, y de acido y-aminobutirico
(GABA) en el segundo caso. De esta forma, variaron el parametro de activacion «
que determina la proporcion de conexiones activadoras versus inhibidoras (Shew
et al. 2011). Los resultados se muestran en la figura 9b, de donde se observa que
solo para el tejido normal (es decir, sin antagonistas de ninguna especie) las ava-
lanchas de actividad espontanea siguen una la ley de potencias P(s) ~ s7/2, mien-
tras que para el tejido alterado con antagonistas, ya sea que promuevan mas o
menos activacion de lo normal, las avalanchas definitivamente no siguen una ley
de potencias, pues son generalmente muy pequefias o muy grandes.

Estos resultados, aunque no constituyen una demostracion definitiva, si su-
gieren fuertemente que el cerebro opera de forma natural con dindmicas en pun-
to critico, lo cual permitiria entender como es que se generan correlaciones entre
grupos tan grandes de neuronas. Ademas, hay evidencia de que alteraciones en
el balance activacién/inhibicion entre las conexiones neuronales, respecto a lo
que se observa en un cerebro “sano”, estan asociadas con desoérdenes mentales y
cognitivos como la esquizofrenia, el autismo o la esclerosis multiple (Rubenstein
y Merzenich 2003; Dickinson, Jones y Milne 2016; Lewis, Hashimoto y Volk 2005;
Kehrer 2008; Yizhar et al. 2011; Manson et al. 2008). Pareciera que a lo largo de
la evolucion esta fraccion entre activacion e inhibicion en las conexiones sinap-
ticas se fue ajustando para poner la dinamica cerebral en punto critico, y altera-
ciones que sacan al cerebro de la criticalidad generan desérdenes graves.

Aparte de las correlaciones de largo alcance que se forman en punto critico
y que hacen posible que grupos muy grandes de neuronas se sincronicen, exis-
ten otras consecuencias cognitivas de la criticalidad en el cerebro. Una de ellas
es la enorme capacidad que tiene el cerebro para distinguir entre diferentes es-
timulos auditivos, visuales y sensoriales que ocurren en rangos muy amplios de
intensidad. Por ejemplo, somos capaces de distinguir estimulos visuales muy
débiles (un objeto negro sobre una mesa negra en un cuarto oscuro por el que
apenas entra la luz de la luna por la ventana), o bien muy intensos (un conejo
blanco sobre un paisaje nevado en un dia soleado). El intervalo de intensidades
de un estimulo dado en el que dicho estimulo puede distinguirse sin ambigiie-
dad se conoce como rango dindmico. El ojo junto con el cerebro forman un sis-
tema con un rango dindmico muy amplio que ningtn sensor de camara fotogra-
fica ha podido alcanzar hasta la fecha. Es por esto que muchas veces nos
decepcionamos al ver las fotografias que tomamos de paisajes que nosotros
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recordamos como hermosos, coloridos y llenos de contrastes, pues dicha rique-
za visual no aparece en las fotografias. Muy frecuentemente en las fotografias
el cielo se ve blanco, o el follaje casi negro, o los paisajes nevados aparecen
como manchas blancas sin estructura, o una persona frente a una ventana apa-
rece como una silueta negra. Esto es porque el rango dinamico del sensor de la
camara es comparativamente pequefio y no alcanza a distinguir diferentes to-
nos de grises claros, o diferentes tonos de grises oscuros. ;CoOmo es posible que
el cerebro tenga un rango dindmico tan amplio?

En un trabajo pionero, Kinouchi y Copelli analizaron la dindmica de un mo-
delo de red neuronal en el que las neuronas, ademas de tener actividad esponta-
nea, también se activan debido a la presencia de un estimulo externo (Kinouchi
y Copelli 2006; Gollo, Kinouchi, y Copelli 2009). En dicho modelo el parametro
de control o es el nimero promedio de neuronas que una neurona activada a su
vez puede activar en ausencia del estimulo externo (cuando se aplica el estimu-
lo, las neuronas pueden prenderse no de forma espontanea, sino precisamente
por la influencia del estimulo; por lo tanto, la definiciéon del parametro de control
o se hace tomando en cuenta solo la actividad espontanea de las neuronas, sin
introducir el estimulo externo). Asi, por ejemplo, si una neurona que esta activa
a su vez puede activar en promedio a otra Ulnica neurona, entonces o= 1; si una
neurona activada a su vez activa en promedio a otras dos neuronas, entonces o
= 2, y asi sucesivamente. Variando este parametro, al que se le denomina para-
metro de ramificacién (o branching ratio) se puede hacer que la red transite de
una fase en la que toda su actividad espontanea se extingue después de un cier-
to tiempo (lo cual corresponde a ¢ < 1), a otra fase en la que la red nunca deja de
tener actividad espontanea (lo que ocurre para ¢ > 1). Justo cuando o =1, es de-
cir, cuando cada neurona activada es capaz de activar en promedio a otra Unica
neurona se tiene el comportamiento critico en donde la red esta al borde de apa-
garse pero no se apaga (o bien, tarda mucho en apagarse). De hecho, si medimos
la probabilidad P(t) de que la actividad espontanea de la red dure un tiempo t
antes de apagarse completamente (en ausencia del estimulo externo), resulta
que para o < 1 se tiene P(t) = Ae ™" (un decaimiento exponencial), mientras que
cuando o =1 se tiene P(t) = Ct ™ (una ley de potencias). La figura 10a muestra la
fraccion F; de neuronas que se mantienen activas de forma espontanea como
funcion del tiempo para tres valores del parametro de ramificacién o. En esta fi-
gura se pueden observar las tres fases, una de actividad espontanea corta que se
obtiene para g < 1; otra de actividad espontanea infinita que surge para ¢> 1, v,
un punto critico de transicién entre ellas que ocurre justo cuando o= 1.

Al aplicar el estimulo externo se van a prender mas neuronas de las que se
hubieran prendido de forma espontanea. Por lo tanto, si denotamos como Fa la
fraccion de neuronas prendidas en presencia del estimulo externo, y como F, a
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Figura 10. Modelo de Kinouchi—Copelli de red neuronal.
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Nota: En el modelo de Kinouchi—Copelli de red neuronal, las neuronas ademas de tener actividad espon-
tanea, pueden activarse debido a la presencia de un estimulo externo de intensidad r. (a) Fracci6n Fy de
neuronas espontdneamente activas como funcién del tiempo en las tres diferentes regiones dinamicas:
subcritica (o < 1), critica (o = 1) y supercritica (o > 1). (b) Fraccién Fde neuronas activas como funcién de la
intensidad r del estimulo para una red operando en régimen supercritico. El recuadro rojo muestra el in-
tervalo donde la red responde al estimulo sin saturarse, lo cual define el rango dinamico Ar. (c) Grafica del
rango dinamico en funcién del parametro de orden o. Né6tese que el rango dinamico alcanza su maximo
valor justo en el punto critico o = 1.

Fuente: Estar graficas fueron tomadas y adaptadas de Kinouchiy Copelli (2006).
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la fraccion de neuronas que se hubieran prendido espontaneamente en ausencia
de dicho estimulo, la diferencia AF = (F- F,) es una medida de qué tanto respon-
de la red al estimulo. En la figura 10b se muestra una grafica tipica de F como
funcién de la intensidad r del estimulo. Como puede verse, para intensidades
bajas F se mantiene practicamente constante e igual a F;, mientras que para in-
tensidades altas F se satura alcanzando un valor maximo F, _y ya no cambia a
pesar de que sigamos aumentando la intensidad » del estimulo. El rango dina-
mico Ar es justamente la regién de intensidades en las cuales F no permanece
constante, sino que cambia apreciablemente al cambiar la intensidad del esti-
mulo. La regiéon que define el rango dindmico se indica con un recuadro rojo en
la figura 10b.

El resultado importante del trabajo de Kinouchi y Copelli es haber demos-
trado que el rango dinamico de la red alcanza un valor maximo justo en el pun-
to critico o =1, como se ilustra en la figura 10c. Es decir, que es justo en el pun-
to critico en donde la red tiene la capacidad de distinguir mas eficientemente
entre estimulos de diferentes intensidades, tanto los muy tenues como los muy
intensos. Esto sugiere que el enorme rango dinamico del cerebro, tanto para
percibir estimulos auditivos como visuales, puede deberse a que esta operando
en punto critico.

Conclusiones

Probablemente la propiedad mas importante de los puntos criticos es que gene-
ran leyes de escalamiento en la funcién de correlacion. Esto hace que grupos
muy grandes de elementos puedan estar correlacionados y responder de forma
colectiva a perturbaciones o estimulos externos. Una ley de escalamiento entra-
fla una propiedad de auto similitud en la que todo el sistema se parece a cada
una de sus partes, y esto es cierto en particular para las funciones de correla-
cion. Por lo tanto, en los puntos criticos emergen correlaciones en grupos de
todos los tamafios, desde los muy pequefios hasta los muy grandes, lo cual que-
da de manifiesto en el panel central de la figura 6 correspondiente al punto cri-
tico, donde pueden apreciarse dominios pequefios que van desde casi un “pixel”
aislado hasta dominios que atraviesan todo el sistema de un lado al otro. Por lo
tanto, en los puntos criticos el sistema puede montar respuestas a perturbacio-
nes externas que pueden ser pequefias, medianas o grandes. En el contexto de
la dinamica neuronal, esta capacidad de respuesta a diferentes escalas es de la
mayor importancia, debido a que el cerebro esta constantemente recibiendo es-
timulos sensoriales procedentes de muy diversas fuentes y en rangos de inten-
sidades muy amplios. Gracias a que estd operando en punto critico, el cerebro
puede montar respuestas colectivas, es decir, en las que participan decenas o
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centenas de millones de neuronas, a todos estos estimulos sin saturarse. El ce-
rebro es un sistema complejo® que ha evolucionado interaccionando con un en-
torno que también es complejo. Aparentemente esta evolucién ha puesto al ce-
rebro en punto critico precisamente para que pueda responder a los estimulos
provenientes de un entorno complejo. Interesantemente, se ha demostrado que
la evolucion de un sistema que tiene que aprender tareas nuevas sin olvidar las
tareas ya aprendidas con anterioridad lo conducen directamente a dinamicas
criticas (Torres-Sosa, Huang y Aldana 2012).

Sin embargo, no todas las leyes de escalamiento son generadas por puntos
criticos. Como se mencion6 en la introduccién, otro mecanismo importante de
generacion de leyes de escalamiento es el enlace preferencial. Este mecanismo
consiste, esencialmente, en que en una red que esta creciendo los nuevos nodos
que se incorporan a la red eligen preferentemente a los nodos mas conectados
para conectarse. Por ejemplo, cuando se es estudiante, muy probablemente uno
quiera hacer la tesis con el investigador mas reconocido en el area que nos inte-
resa, lo cual aumenta atin mas el reconocimiento de dicho investigador (al incre-
mentar su numero de estudiantes graduados). Asi, la red de colaboraciones cien-
tificas va creciendo de acuerdo con una ley de potencias respecto al namero de
colaboraciones de cada investigador, en donde los investigadores mas reconoci-
dos son también los mas conectados (Albert y Barabasi 2002). La existencia de
leyes de escalamiento en redes sociales, como por ejemplo las redes de forma-
cion de opinion, no necesariamente significa que dichas redes estén operando en
punto critico. Sin embargo, cabe preguntarse si la sociedad en su conjunto esta
en punto critico, es decir, al borde de una transicién entre orden desorden. No lo
sabemos. No obstante, hay evidencia de que las redes sociales estan en la fase
ordenada respecto a la dindAmica de formacién de opiniones, pero las fluctuacio-
nes alrededor de esta fase ordenada (es decir, los cambios de opinién) exhiben
dinamicas criticas (Moussaid et al. 2013).

La gran moraleja de las leyes de escalamiento, ya sean generadas por pun-
tos criticos o no, es que los sistemas que las presentan tienen respuestas colec-
tivas a perturbaciones externas y estructuras internas que estan lejos de lo que
se esperaria por puras interacciones aleatorias. Por eso son importantes. kd

6 Aqui la palabra “complejo” no significa “complicado”. Un sistema complejo es, ante todo,
un sistema formado por muchas partes (como un complejo industrial), cada una de las
cuales lleva a cabo una funcién especifica. Ademads, las partes interactiian entre si y con el
entorno de manera no lineal y la dindmica colectiva de todo el sistema presenta propieda-
des emergentes.
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