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Resumen | La Teoria de Redes Complejas es uno de los cuerpos tedricos que ha servido de
sustento a las nuevas propuestas de modelacién epidémica y el cual tomamos como base
para desarrollar nuestro trabajo. Las ciudades de un pais conectadas por medio de carreteras,
lineas aéreas o rutas de cabotaje constituyen una red a través de cuyos vértices se transmiten
las enfermedades, por eso es muy importante comprender primero la topologia de estas re-
des, para posteriormente entender el proceso difusivo de estas afecciones. El articulo descri-
be los resultados obtenidos del estudio de la red de ciudades mexicanas con mas de 5000
habitantes. Se presentan las conexiones que se dan entre las diversas localidades del pais. Por
ultimo se analizan los resultados y su pertinencia para la elaboracién de politicas publicas.

From Complex Networks to Epidemics

Abstract| Complex Networks Theory is one of the theoretical bodies which has served as a
platform for new propositions for epidemic modelling, and which we have adopted as a basis
for the development of our work. The towns of a country, connected by highways, airlines, or
short haul routes make up a network the nodes of which serve as channels for the transmis-
sion of diseases. Therefore, it is important, as a first measure, to understand the topology of
this network, before proceeding to the study of the diffusive processes of the disease in ques-
tion. This article describes the results obtained by the study of Mexican towns with more than
5,000 inhabitants. We present the links between the different settlements in this country.
Finally, we analyze the results and their relevance for the formulation of public policy.

Palabras clave | teoria de redes complejas — sistema complejo - propiedad emergente - mun-
do pequeno — epidemias

Keywords | theory of complex networks — complex system — emergent property — small
world - epidemics

Introduccion

A LO LARGO DE TODA la historia de nuestra civilizacién han quedado documenta-
das muchas evidencias de la proliferaciéon de enfermedades contagiosas a tra-
vés de los asentamientos humanos. Constancia de estos fendmenos pueden
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encontrarse en la Biblia, el Talmud o el Coran.! Sin duda el mas conocido de es-
tos sucesos fue el que oblig6 a Mineptah, el fara6n egipcio que sucedi6 a Ram-
ses II, a permitir la salida de Egipto de los judios alrededor del 1224 a.C. Las
epidemias se encuentran sin duda alguna entre los mas fieles companeros de

viaje de la humanidad.
Una vez rebasada la larga noche de la Edad Media con sus interpretaciones
expiatorias de la existencia de las epidemias, el Renacimiento volvié a posicio-
nar al ser humano en el centro de la dis-

La Teoria de Redes cusion epistemologica. De esta forma, el
COITI,D/B/&S es uno de los avance en la comprension de las enfer-

medades contagiosas y sus manifestacio-

cuerpos tedricos que ha nes colectivas se sustent6 en la observa-
servido de sustento a las cion experimental del comportamiento
de estas epidemias. La obra de G. Fracas-

nuevas PfO,DUGSfc'IS de toro en 1546 De contagione et contagiosis
mode/acién eplde'm/ca morbis et eorum curatione inicia una épo-
) , ca en los estudios de este tipo de proce-

Las ciudades de un paits, sos. El trabajo de D. Bernoulli de 1760
conectadas por medio de marca un hito al integrar las técnicas ma-

tematicas al analisis de la influencia de la

carreteras, /II?G&S aereas o vacunacion sobre la difusiéon de la virue-
rutas de cabotaje constifuyen 1a en Francia. El éxito que habia obtenido

. el calculo de I. Newton en la formulacion
una red a través de cuyos

de la Mecanica Clasica, convirtio a las

vértices se transmiten las ecuaciones diferenciales en las herra-
enfermedades. Entender I mientas idéneas para la descripcion de

las epidemias como los procesos evoluti-

fOpO/OQI'é? de estas redes es vos que realmente son. Esta etapa culmi-
; ; na con los trabajos de W. O. Kermack y A.

6'/ pflm&f p350 para eX,U/lCar G. McKendrick (Kermack, McKendrick
el proceso difusivo 1927), y la linea de pensamiento por ellos
iniciada. La aparicién de las computado-

ras digitales en la segunda mitad del siglo XX hizo posible la simulacién numé-
rica de aquellos modelos en ecuaciones diferenciales para los cuales solo se te-
nia un conocimiento limitado de sus soluciones. Fue posible ademas desarrollar
modelos de propagacion epidémica basados en autématas celulares (Boccara y
Cheong 1992) y mas tarde por medio de los modelos de agentes multiples

1 El nombre tenia una connotacion mistica. La palabra epidemia proviene del griego epi
que quiere decir “encima” y demos que quiere decir “pueblo”.
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(Mansilla y Gutiérrez 2001). Las capacidades de las computadoras digitales, que
al decir de Pagels (1989) se han convertido en los instrumentos basicos de la
Teoria de la Complejidad, influyeron de forma decisiva en nuestra comprensiéon
de la propagacion de enfermedades contagiosas.

El paradigma basado en la modelacion por medio de ecuaciones diferencia-
les comenzo6 a agotarse a principios del siglo XXI debido a la revolucién en los
medios de transporte y comunicaciones. Las hipotesis sobre las cuales estan
basados esos modelos dejaron de ser realistas. Para poner en perspectiva este
hecho baste decir que mas del 65% del contagio de la gripe aviar (H5N1) iniciada
en China en 2004 ocurri6 a través de los aeropuertos (Mansilla 2015). Se impo-
nia un nuevo arquetipo para la modelacién de los procesos de contagio.

La Teoria de Redes Complejas es uno de los cuerpos teoéricos que ha servido de
sustento a las nuevas propuestas de modelacién epidémica. Las ciudades de un
pais, conectadas por medio de carreteras, lineas aéreas o rutas de cabotaje cons-
tituyen una red a través de cuyos vértices se transmiten las enfermedades. Enten-
der la topologia de estas redes es el primer paso para explicar el proceso difusivo.

En esta contribucion pretendemos mostrar los resultados que hemos obte-
nido del estudio de la red de ciudades mexicanas con mas de 5 mil habitantes.
Comenzaremos ofreciendo en el epigrafe siguiente un panorama de los aspec-
tos mas importantes de la Teoria de Redes Complejas para, a partir de alli, des-
cribir los resultados obtenidos en la red de ciudades mexicanas. Culminamos
este trabajo con una seccion de conclusiones donde analizamos los resultados
obtenidos y su pertinencia para la elaboracion de politicas publicas.

Origen de los estudios sobre redes complejas

Contrariamente a lo que suponen muchas personas, los estudios sobre redes
tiene una larga historia. Sin duda el primer estudio documentado sobre redes
esta basado en el Problema de los Siete Puentes de Konigsberg, el cual fue re-
suelto de manera brillante por Leonard Euler y su solucion fue publicada en
1741. La ciudad de Kénigsberg, se encuentra actualmente en territorio ruso y se
conoce por el nombre de Kaliningrado. Esta situada en ambas margenes del rio
Pregel e incluye dos grandes islas, que se encuentran conectadas al resto de la
ciudad a través de siete puentes, como se muestra en la figura 1.

El problema consistia en encontrar un recorrido en la ciudad de manera tal
que cada puente fuera cruzado solo una vez. Euler observé con gran inge-
nio, que el problema se resolvia si se encontraba una sucesiéon de cruces de
puentes. Esta Gltima idea le permiti6 reescribir el problema utilizando el con-
cepto de red, como puede verse en la figura 2. Asi, las diferentes masas de tierra
se colapsarian en los nodos de la red y los puentes serian los vértices de la misma,
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Figura 1. Los siete puentes de Konigsberg.
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Figura 2. Los siete puentes de Konigsberg traducidos en un grafo.
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como se muestra en la figura 2. Por altimo, Euler hizo notar que cada vez que
una masa de tierra (nodo) es visitada, debe abandonarse por otro puente (aris-
ta). De esta forma, la cantidad de puentes que tocan una masa de tierra debe ser
un namero par siempre. Puesto que a las cuatro masas de tierra arriban tres
puentes, no existe solucion para este problema. Este trabajo de Euler es el ori-
gen de la moderna Teoria de Grafos y de la Topologia.

Es también notable que los primeros trabajos dedicados a la aplicacién de
redes a los fendmenos sociales se desarrollaron a finales del siglo XIX e incluyen
las contribuciones de Durkheim (1894

[2007]) y Tonnies (1912). Este altimo ar- Fue GBOfg Simmel en la

gumento que los miembros de los grupos

sociales pueden establecer lazos perso- Segunda mitad del Sig/O X/X,
nales y directos que los vinculan con e/primer BStUdiOSO que

quienes comparten valores y creencias, y

que también pueden existir vinculos so- penSé directamente en
ciales formales e instrumentales. Durkhe- z‘érminos de red social.

im aporté una explicacion no individua-

lista de los fendémenos sociales al SUS ensayos apuntan ala
argumentar que los mismos surgen cuan- natyraleza del tamano de
do los individuos que interactiian, “cons- /2 redy 2/a probabllldad

tituyen una realidad que ya no puede ex-
plicarse en términos de los atributos de (e in[‘eraccio'n en redes
N » 2
los ac.t'ores individuales”. ?abe Ilamar Iz’i ramificadas
atenciéon de que Durkheim manifesté
aqui claramente la existencia de una pro-
piedad emergente en el sentido de la moderna teoria de los sistemas complejos.
Tanto Durkheim como Tonnies hicieron un uso intuitivo de este concepto.

A principio de la década de 1930 se iniciaron dos lineas de trabajo diferen-
tes en esta area. Jacob L. Moreno fue pionero en el registro sistematico de
datos y en el analisis de la interaccion social de pequefos grupos, en especial
las aulas y grupos de trabajo (Moreno 1951). Es el creador del concepto de la so-
ciometria. Mientras, un grupo de Harvard liderado por W. Lloyd Warner y Elton
Mayo explor6 las relaciones interpersonales en las actividades laborales. Este
tipo de técnicas adquirieron un notable reconocimiento en la comunidad de
cientificos sociales de la época. Tal es asi que en 1940, en un discurso dirigido
a los antropologos britanicos, A.R. Radcliffe-Brown inst6 al estudio sistematico

2 La afirmacion anotada de Durkheim se refiere, sin hacerlo explicito a una propiedad
emergente de los grupos humanos. Esta es una de las propiedades mas comunes de los
sistemas complejos.
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de las redes (Radcliffe-Brown 1940). Fue Georg Simmel (1908) en la segunda mi-
tad del siglo XX, el primer estudioso que pensé directamente en términos de red
social. Sus ensayos apuntan a la naturaleza del tamafio de la red y a la probabi-
lidad de interaccién en redes ramificadas.

Otro aspecto que recibi6 tempranamente atencion de los investigadores fue
la propagacién de impulsos en una red. En un trabajo publicado en 1951, R. So-
lomonoff y A. Rapoport desarrollaron un modelo teérico para la difusién de im-
pulsos sobre una red en la cual sus nodos tenian una cantidad fija de conexio-
nes (Solomonoff y Rapoport 1951). La inspiracion de este trabajo provenia de las
caracteristicas de la difusion de impulsos en redes de neuronas, la difusion de
epidemias en una poblacién y la interaccion de los componentes de una red ge-
nética. El modelo no era muy realista. Posteriormente A. Rapoport publicé un
par de trabajos donde suavizaba un poco las hipotesis de su anterior contribu-
cion (Rapoport 1953; 1953a) permitiendo que los miembros de la poblacién tu-
vieran diferente nimero de conexiones y que hubiera traslape dentro de los co-
nocidos de diferentes miembros de la poblacion.

El aspecto de los estudios sobre redes sociales que ha tenido mayor impacto
en el publico en general es sin duda la propiedad de “mundo pequefio” (small
world). La idea original fue inicialmente propuesta en 1930 por el escritor hun-
garo Frigyes Karinthy en un cuento llamado Chains, en el cual se sugeria que el
numero de conocidos crecia exponencialmente con el nimero de enlaces en la
cadena, y en consecuencia s6lo un pequefio namero de enlaces eran necesarios
para que el conjunto de conocidos se convirtiera en la poblacion humana ente-
ra. El primer trabajo académico sobre el tema lo iniciaron Manfred Kochen e
Ithiel de Sola Pool a principio de los afios 1960, aunque los resultados de su in-
vestigacion aparecieron un poco mas tarde (Pool 1978). En 1960 aparecié el tra-
bajo seminal de P. Erdos y A. Rényi sobre redes aleatorias (Erdos y Rényi 1960).

Mas adelante el psicélogo Stanley Milgram, ya famoso por su contribuciéon
al estudio de la relacion entre la sumisiéon de los valores éticos y la autoridad
(Milgram 1963), publicé un trabajo (Milgram 1967) basado en una investigaciéon
empirica sobre la propiedad de mundo pequefio. El mismo consistia en propo-
ner a un grupo de personas, elegidas en un par de poblados de Kansas y Nebras-
ka, que enviaran por sus propios medios una carta a una persona que vivia en
Boston. El envio debia hacerse usando conocidos de las personas involucradas
sin hacer uso del sistema de correos convencional.

Milgram encontré que para hacer llegar la carta a su destinatario en Boston se
requirié, en promedio, de seis intermediarios. Este resultado fue objeto de debate
durante largo tiempo. Recientemente un estudio mucho mas abarcador (Leskovec
y Horvitz 2007) obtuvo como resultado un promedio de 6.6 intermediarios.

La irrupcién de las modernas computadoras digitales cambié drasticamente
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la manera de investigar este tipo de fen6menos sociales. Como lo vaticiné H. Pa-
gels (1989), las computadoras son las herramientas fundamentales para la inves-
tigacién de los sistemas complejos. De la misma forma que el microscopio in-
ventado por Zacharias Janssen cambi6 la investigacién en biologia y el telescopio

de Galileo transformé drasticamente
nuestra concepcion del mundo, las
computadoras han abierto una ventana
de nuestra realidad desde donde hemos
podido acceder a areas de investigacion
impensables antes de ellas. De la franca
escasez de datos empiricos se ha pasado
al tsunami incontrolable de los mismos.
En este proceso, el protagonista mas im-
portante ha sido sin duda internet.

Su historia comienza a principio de
los afios 1960, en plena Guerra Fria cuan-
do la ARPA, una agencia militar de EEUU,
comenzo6 a financiar proyectos de inves-
tigacién en universidades para la crea-
cién de una red de computadoras. El primer
intento exitoso de construccién de una tal
red fue hecho por L. Roberts del MIT y
fue bautizada con el nombre de ARPANET
por razones obvias. No obstante, el pro-
tocolo de transmisién de datos de la mis-
ma no poseia las propiedades idéneas
para el funcionamiento sobre una arqui-
tectura abierta. Fueron R. Kahn y V. Cerf
de la Universidad de Stanford quienes
finalmente crearon el TCP/IP (Transmis-
sion Control Protocol/Internet Protocol)

Las computadoras son las
herramientas fundamentales
para la investigacion de los
sistemas complejos. De la
misma forma que el
microscopio inventado por
Zacharias Janssen cambio la
investigacion en biologia y el
telescopio de Galileo
fransformo drasticamente
nuestra concepcion del
mundo, las computadoras
han abierto una ventana de
nuestra realidad desde donde
hemos podido acceder a
areas de investigacion
impensables antes de ellas

que es el protocolo de transmision de datos en la internet actual. Este altimo
avance se desarrollé fuera de la égida de los militares.

Como ocurre siempre con los proyectos cientificos que no tienen apoyo fi-
nanciero de la industria o de los militares, a finales de la década de los ochenta,
nadie sabia aiin c6mo obtener financiamiento para seguir desarrollando una tec-
nologia que nadie sabia tampoco cémo utilizar comercialmente. El tema del ac-
ceso a los recursos se convirtié en un aspecto vital en el desarrollo de las redes
de computadoras en la comunidad académica y cientifica. La cantidad de infor-
macion crecia rapidamente, no asi los recursos para almacenarla.
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Un descubrimiento cambi6 el curso de los acontecimientos. De la misma
forma en que J. Gutenberg transformé la manera de producir libros, el lenguaje
HTML (HyperText Markup Language) revolucioné la presentacion de la informa-
cion en la web. A partir de su creacion el concepto de pdgina web incorporaria
textos, datos, imagenes y sonido de una manera integrada. Asi, en el afio 1990
algunas empresas propusieron proyectos para participar en internet. Este pro-
ceso se acelerd hacia 1993. El modelo de negocios consistia en principio en pro-
mocionar articulos o servicios comerciales en ciertas areas de las paginas web.
El precio de esta promocion era proporcional al tamafio del espacio selecciona-
do y al numero de visitas que recibiera la pagina. Comenzé de esta forma una
lucha por la popularidad virtual.

Los iniciadores de estos emprendimientos nunca imaginaron que los sitios
mas exitosos no serian aquellos que brindaban noticias, modas, informacién fi-
nanciera o meteorologica, o bien recetas de cocina. Los vencedores de esta ba-
talla por la popularidad serian aquellos sitios web que apostaron a proveer algo
bien intrinseco de la condicién humana: la comunicacion interpersonal.

El origen de las redes sociales en la web se remonta, por lo menos al afio
1995, cuando Randy Conrads crea el sitio web www.classmates.com. Con esta
red social se pretendia que los usuarios pudieran recuperar o mantener el con-
tacto con antiguos compaferos de colegio, preparatoria, universidad, etcétera.

En 2002 comienzan a aparecer sitios web promocionando los circulos de
amigos en linea. Este ultimo término se empleaba para describir las relaciones
en las comunidades virtuales, y se hizo popular en 2003 con la llegada de sitios
tales como MySpace o Xing. El trafico en estos sitios se hizo muy atractivo a los
comerciantes. Debido a esto, grandes compafiias entraron en el terreno de
las redes sociales en internet. Sin embargo, como se sabe, los sitios mas exito-
sos tuvieron en general comienzos muy humildes.

En el afio 2004, M. Zuckerberg fundé Facebook, un sitio de intercambio de
informacion personal, sin duda el mas exitoso de la historia. Mas adelante en
2005, Chad Hurley, Steve Chen y Jawed Karim crearon www.youtube.com, un si-
tio para almacenar y compartir videos. Por ultimo en 2006 E. Williams, N. Glass
y J. Dorsey crearon Twitter,®> un sitio que permite el envio de mensajes a la co-
munidad de seguidores del usuario. Queremos hacer énfasis en un aspecto dis-
tintivo de estos portales: en todos ellos se intercambia informacion con el con-
junto de amigos o seguidores de la persona que la genera. El concepto de red es
pues intrinseco a los mismos.

Estas redes virtuales son los otros protagonistas esenciales del proceso de

3 Al lector interesado en el tormentoso proceso de fundacién y desarrollo de este sitio, se
le recomienda Bilton 2013.
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creacion de conocimiento cientifico sobre redes sociales, entendidas estas ulti-
mas como el conjunto de individuos pertenecientes a una poblacién conectados
entre si por alglin criterio especifico, como puede ser amistad, interés sobre un
tema en particular, nacionalidad, aficién a algin deporte, etc. Vale la pena sefalar
aqui que el sustrato material de una tal red no tiene porqué ser internet. Todos
participamos en nuestra vida cotidiana de varias redes. En el mejor de los casos,
internet le ha brindado a las redes sociales el sustrato fisico que les permite un
desempefio dinamico y la capacidad de compartir grandes volimenes de infor-
macién a unas velocidades nunca antes vistas. Se abri6 con ello una suerte de
Caja de Pandora de la era digital. Un ejemplo paradigmatico de esto es el llama-
do Juego de Kevin Bacon.* Este actor norteamericano se caracteriza por haber
participado en una gran cantidad de peliculas, siendo siempre actor de reparto.
Recientemente Brett Tjaden, un cientifico de la computacion en la Universidad
de Virginia cre6 un sitio donde se calcul6 la red de todos los artistas que han
actuado con Kevin Bacon, asi como las conexiones entre los mismos. Curiosa-
mente esta red de actores poseia también propiedades de mundo pequefio como
las encontradas por Milgram.

Los estudios de redes se han extendido ademas a redes metabolicas (Watts
y Strogatz 1998), coautoria de trabajos cientificos (Newman 2001; 2001a;
2001b), cadenas troficas en ambientes naturales (Montoya y Solé 2000) y a redes
de ciudades (Mendoza y Mansilla 2010). A este ultimo tipo de redes esta dedi-
cado este trabajo.

Caracteristicas cuantitativas fundamentales de las redes complejas
La informaci6on mas basica que debe tenerse de una red, es la coleccion de vincu-
los entre los diferentes miembros de la misma. Una manera muy efectiva de lo-
grarlo es por medio de la llamada matriz de adyacencia. Sean {Ml,...,Mn} el
conjunto de los miembros de una red. Denominamos matriz de adyacencia a un
arreglo numérico del tipo:

1si M; estd conectado con M,

A=(al.j.) ;4=
0 en otro caso

Si tomamos una fila cualquiera de esa matriz (la i-sima por ejemplo) los va-
lores iguales a 1 que encontremos en la misma nos informan de los miembros
(también llamados nodos) de la red que estan conectados con M, . Consideraremos

4 Ver: https://oracleofbacon.org/index.php
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Figura 3. Gréfico de una red y su matriz de adyacencia.

redes simétricas a lo largo de este trabajo, es decir si ]\/[J esta conectado con M,
también ocurre en sentido contrario.

Un ejemplo de una red y su matriz de adyacencia aparece en la figura 3. To-
memos por ejemplo el nodo 39, el cual tiene siete conexiones.

Si observamos la fila 39 de la matriz de adyacencia, veremos que existen
siete puntos que representan los siete miembros del conjunto de nodos con los
cuales M., esta conectado.

Otra caracteristica de las redes que ha sido muy estudiada es el comporta-
miento del namero de conexiones que los diferentes nodos tienen. El enfoque al
estudio de este problema ha sido probabilistico desde el seminal trabajo de Er-
dos y Rényi (1960). Estos matematicos se dedicaron a estudiar las llamadas re-
des aleatorias. Precisemos qué entendemos por este concepto.

La construcciéon de una red aleatoria se realiza a partir del siguiente proce-
dimiento:

a) Se toman dos nodos al azar que no se encuentren previamente conectados.
b) Se genera un numero aleatorio 0 < ¥ < 1. Si ¥ < p_, donde p_es una probabi-
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Are

P (k) -

Figura 4. Instancia de la generacion de una red aleatoriay su funcién de densidad de probabilidades
de conexiones.

lidad umbral, entonces estos dos nodos se conectan entre si. En caso con-
trario se quedan como antes.
c) Serepiten los puntos a) y b).

DOSSIER |$

En la figura 4 se muestra una instancia de la construccién de una red aleatoria.
Se puede observar ademas la funciéon de densidad de probabilidades de las co-
nexiones de los nodos, que tiene la forma de una distribucién de Poisson. El pa-
rametro es una funcion de la probabilidad p_ de conexion.

Precisemos el concepto de funcién de densidad de probabilidades de las co-
nexiones de los nodos. El sentido de P(k) es el que sigue: es la probabilidad de
tomar un nodo al azar en la red y que éste tenga exactamente k conexiones con
otros nodos.

En el caso de que la red se construya de manera aleatoria, segun el esquema
de Erdos y Rényi, entonces la probabilidad P(k) deberia ser binomial:

_ n! k(1 ek
P(k)—ik!(n_k)!pc(l p.)

donde n es el namero de nodos (conectados o no) de la red original. Como es
conocido cuando n — oo se tiene:

—np

_(np)'e
PO="
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que es la aproximacién a la binomial y que coincide con la distribucion de Pois-
son obtenida en Erdos y Rényi (1960).

Sin embargo una gran sorpresa fue el descubrimiento de que, para una abru-
madora cantidad de redes reales, la funcion de densidad de probabilidades de las
conexiones no seguia el modelo propuesto por Erdés y Rényi. Los investigadores
encontraron otro tipo de funciones de distribucién, bien conocidas por los fisi-
cos, las llamadas leyes de potencia:

~1
PU)~ 1

Las leyes de potencia son ubicuas en la naturaleza y la sociedad. G. K. Zipf las
encontro6 en las diferentes frecuencias de utilizacion de las palabras, asi como
en la distribucion del tamafio de las ciudades en un pais (Zipf 1966). W. Pareto
las encontr6 en la forma en que se distribuian los ingresos o las riquezas de los
integrantes de una sociedad (Pareto 1896).

;Cudl es el mecanismo que genera una distribucién del tipo ley de potencia?
El primer intento de explicacién de este fenomeno es debido a A. Barabasi y R.
Albert (1999). El mismo propone el concepto de “conexion preferencial” (prefe-
rential attachment) que consiste en que la probabilidad de conexion a un nodo
depende del propio grado del nodo. Por ejemplo, es mas probable que una pa-
gina web incluya hipervinculos a otras paginas mas populares, con ello tales
paginas altamente conectadas son mas faciles de encontrar y por lo tanto se co-
nocen bien. Un nuevo documento es mas probable que sea poco conocido y por
lo tanto menos citado. Implicitamente, el modelo de Barabasi y Albert supone
que las redes crecen a partir de un pequefio namero de nodos con el mecanismo
antes explicado. Es por tanto un modelo dindmico de la evolucion de las redes
libres de escala. Debemos sefialar aqui que el modelo de Barabasi y Albert es un
mecanismo de explicaciéon de una propiedad conocida de las redes reales. Exis-
ten sin embargo varios enfoques teoricos para la explicacién de este comporta-
miento® (Dorogovtsev et al. 2000; Krapivsky et al. 2000).

Similar situacién ocurre con las redes que poseen la propiedad de mundo
pequeiio, que fue estudiada inicialmente por Kochen, Sola Pool y Milgram. La
primera propuesta de un mecanismo que generara tal propiedad en una red fue
ofrecida en Watts, Strogatz (1998). En este trabajo los autores, partiendo de una
red simétrica y homogénea en el niamero de conexiones, introducen nuevos
vinculos de manera aleatoria, eliminando de la misma manera otros y generan
asi propiedades de mundo pequefio en la red original.

5 Una simulacion del proceso de conexion preferencial puede verse en: http://markov.
uc3m.es/2012/11/temporal-networks-with-igraph-and-r-with-20-lines-of-code/
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p=0 > p=1

Figura 5. Proceso de generacion de una red de mundo pequeiio. En la medida en que el valor de la
probabilidad p aumenta, mas frecuentes son los vinculos aleatorios agregados. Si p — 11la red se
convierte en aleatoria.

El proceso de generacion de una red con la propiedad de mundo pequeio
aparece explicado en la figura 5. Partiendo de una red ordenada donde cada
nodo tiene solo vinculos con sus dos vecinos a la derecha y a la izquierda, se
empiezan a crear vinculos aleatorios con una probabilidad p. Si el valor de esta
probabilidad es elegido adecuadamente se genera una red con la caracteristica
de mundo pequefo. Si p es demasiado grande la red resultante es aleatoria.

Otro aspecto importante en el estudio de una red es su “didmetro”, entendi-
do este ultimo como la distancia maxima entre un par de nodos de la misma.
Aqui implicitamente estamos asumiendo que a los vértices de nuestra red se les
asignan numeros que pueden ser interpretados como longitudes. Por tanto el
diametro de una red es la longitud maxima de un camino que une a dos nodos
de la misma. En caso de que una red sea aleatoria se conoce el siguiente resul-
tado acerca de su didametro (Chung y Lu 2001):

J= In(N)

~In({K))

Aqui N simboliza el numero total de nodos de la red y (k) el promedio de la
variable aleatoria que representa al nimero de conexiones de los nodos. En el
antes mencionado trabajo se obtienen las siguientes propiedades del comporta-
miento de las redes en términos de py <k>:

e Si (k>= PN <1; las redes estan compuestos por arboles aislados.
e Si (k)= pN =1; una componente gigante aparece en la red.
e Si (k)=In(N); practicamente cualquier red es totalmente conexa.
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Como vemos de los resultados anteriores, la aglomeracién de los nodos en una
red depende de la probabilidad p de conexi6on entre los mismos si esta red es
aleatoria. En general las redes complejas exhiben un alto grado de aglomeraciéon
entre sus nodos. Es conveniente tener una medida cuantitativa de esta propiedad.
Veamos el caso inicialmente de una red aleatoria. Si consideramos un nodo en
la misma junto a sus vecinos, la probabilidad de que dos de estos ultimos estén
conectados es igual (dado que la red es aleatoria) a la probabilidad p de que dos
nodos elegidos al azar se conecten. Por tanto una definiciéon natural para un co-
eficiente de aglomeracion seria:

0
N

nétese que en el caso particular de que la red sea aleatoria tendriamos C = p.
Como ya hemos visto, una red puede ser descrita por su matriz de adyacen-
cia. Al conjunto de los valores propios de esta matriz se le conoce como su es-
pectro. Por asociacion, con frecuencia se le llama espectro de la red al conjunto
de los valores propios de su matriz de adyacencia. Si asumimos que los vérti-
ces de la red pueden ser recorridos en ambas direcciones, esto es, que la matriz
de adyacencia es simétrica, entonces su espectro tiene que estar constituido por
nameros reales solamente. En tal caso podemos definir la funcién de densidad
espectral:

143506

Aqui N representa la cantidad de nodos delared, A, ; i=1,...,N sonlos va-
lores propios de la matriz de adyacencia y 5(/1) es la funcién delta de Dirac.

La funcién de densidad espectral representa la frecuencia de aparicion de
cada valor propio dentro del conjunto total. El interés en la funcién de densidad
espectral se debe a que muchas de las propiedades topolégicas de las redes
pueden ser deducidas de esta funcién (Metha 1991; Crisanti 1993). En particular
los momentos de esta distribucion (Albert y Barabasi 2002):

n N

sz‘i))‘ik = %Zzﬁk = 2 ailizai2i3 ”'aikil

i=1 i=1 [
representan la cantidad de caminos sobre la red de longitud k que regresan al
mismo punto. Existen resultados de la teoria de matrices aleatorias (Wigner
1955; 1957; 1958) que garantizan bajo ciertas condiciones una forma especial
para la funcién de densidad espectral. Por ejemplo, supongamos que una red
crece con una probabilidad de conexi6on dependiente del niimero de nodos que
posee segun la siguiente relacion p ~cN™*. Entonces la densidad espectral tie-
ne la forma:
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1/41\fp(1— p-A°
A <2 /Np(1-p)
p()=1 " 2mnpli—py  HENNPU=P
0 en otro caso

lo cual se conoce como la ley de Wigner.
A continuacion estudiaremos las propiedades fundamentales de la red de
ciudades de México a la luz de los resultados teéricos aqui expuestos.

Propiedades de la red de ciudades de México

Matriz de adyacencia

Como vimos en la seccion anterior, una de las herramientas mas utiles para en-
tender las propiedades de una red es su matriz de adyacencia. Como ya hemos
comentado, en la base de datos del Instituto Nacional de Estadistica y Geografia
(INEGI) cada ciudad tiene un numero de cédigo. Este nimero es asignado en
base a dos criterios. El primero es el orden alfabético del estado de la federaciéon
a la cual pertenece la ciudad, y el segundo criterio es la proximidad geografica
entre las ciudades. Este codigo caracteriza univocamente a las ciudades. La
construccion de la matriz de adyacencia se hizo a partir de dichos codigos. Este
procedimiento tiene la ventaja de que ciudades geograficamente cercanas tie-
nen en general filas y columnas cercanas en la matriz.

En la figura 6 se muestra una representacién de la matriz de adyacencia de
las ciudades consideradas. Se han insertado en la figura algunas etiquetas para
resaltar algunos estados de la federacion. La linea horizontal que posee la eti-
queta con el nimero 9 se refiere al Distrito Federal, el cual tiene 65 conexiones
directas con otras ciudades y municipios del pais.

Puesto que la matriz de adyacencia es simétrica, existe también una linea
vertical correspondiente a las conexiones del Distrito Federal. Como veremos
mas adelante, esta linea etiquetada con el 9 esta relacionada con el vector pro-
pio dominante de la matriz de adyacencia.

Propiedades espectrales de la matriz de adyacencia
La matriz de adyacencia tiene N= 5823 valores propios reales. Como hemos dis-
cutido antes, la densidad espectral se define como:

p)= 1 > 8-2)

Obviamente, cuando N — +eo la densidad espectral p(A) tiende a una funcién
continua. El estudio de las propiedades del espectro de las matrices de adyacencia
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[1] Chiapas [4] Estado de México  [7] Puebla
[2] Guanajuato [5] Michoacén [8] Veracruz
[3] Jalisco [6] Oaxaca [9] Distrito Federal

Figura 6. Representacion de la matriz de adyacencia de la red de ciudades mexicanas. Los puntos
morados representan caminos entre las diferentes ciudades. Se insertaron etiquetas para algunos
estados.

ha recibido una atencion muy amplia en la literatura reciente. Es bien conocido
que ciertas propiedades del espectro estan fuertemente relacionadas con la to-
pologia de la red representada por la matriz de adyacencia (Metha 1991; Crisan-
ti et al. 1993). Por ejemplo, como hemos mencionado en la secciéon anterior, si
una red crece con una probabilidad de conexi6én dependiente del nimero de
nodos a partir de la siguiente relacion p ~cN ™%, entonces la densidad espectral
tiene la forma:

JANp(1= p)- 22

~ = =~ A <2Np(1-
p(A)=1  2zNp(1-p) A pd=p)

0 en otro caso

que, como ya mencionamos, se conoce como la ley de Wigner.
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La densidad espectral de la matriz de adyacencia puede verse en la figura
7a. El eje horizontal de la figura ha sido reescalado como /”t/,/Np(l—p) mien-

tras que el eje vertical se reescalé como p/,/Np(l—p) . El parametro p es la pro-
babilidad de conexion implicada que se calcula como sigue:

La desviacion estandar de la centralidad de los grados de conexi6n k es
0,=3.3963. Este resultado se verificara. Por otra parte es conocido que

0, = Np(1-p). Usando esta ultima relacion calculamos la probabilidad impli-

cada de conexién p = 0.0020. Como se muestra en Farkas et al. (2001), el valor
propio dominante de la matriz de adyacencia A, debe satisfacer la condicion:

En nuestro caso hemos obtenido de manera aproximada esta relaciéon pues
A, =9.7286, lo cual nos brinda el siguiente resultado:

A 97286

N 5823

=0.0017

con un buen acuerdo con el valor p=0.0020 antes obtenido.

En la figura 7b se hace una comparacion de la densidad espectral de la ma-
triz de adyacencia con la ley del semicirculo de Wigner. Recuérdese que los ejes han
sido reescalados convenientemente. Es importante notar la diferencia entre la figu-
ra 7b de este trabajo y la figura 3 de Farkas et al. (2001), donde la densidad
espectral de redes de tipo mundo pequeiio es comparada con la ley del semi-
circulo. Como puede verse, no existe ninguna asimetria observable en la densi-
dad espectral de la matriz de adyacencia. No obstante, como veremos mas ade-
lante en este trabajo, nuestra red tiene propiedades de mundo pequeifio.

Otro aspecto importante de la figura 7a es la comparaciéon de las densidades
espectrales de la matriz de adyacencia de toda la red y de la matriz de adyacen-
cia de la red sin las conexiones aéreas. Notese que ambas densidades espectra-
les son practicamente iguales, lo cual quiere decir que las conexiones aéreas
entre ciudades no influyen practicamente en la topologia de la red de ciudades
mexicanas.

Una medida mas sofisticada de la importancia de los nodos dentro de una
red es la llamada centralidad de vector propio (Newman 2007; Goh et al. 2001).
Esta medida distingue la importancia de los nodos dentro de la red en términos
del nivel de conexiones que cada uno de ellos tiene. Obviamente, las conexiones
a nodos altamente conectados son mas importantes que aquéllas con nodos me-
nos conectados.

Como es conocido —ver por ejemplo Newman (2007)—, si denotamos la
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Figura 7a. Densidad espectral de la matriz de adyacencia. Como se explica en el texto, los ejes estan
reescalados. El grafico en morado corresponde a toda la red en azul eliminando las conexiones aéreas.
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Figura 7b. Comparacién de la densidad espectral de la matriz de adyacencia con la ley del semi-
circulo de Wigner.
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centralidad de vector propio del nodo i-simo por X; entonces el vector
x=(x,,...,xN) satisface Ax=Ax donde A, es el vector propio dominante de la
matriz de adyacencia A.

En la figura 8 se muestran las componentes de vector propio de las centra-
lidades x. A diferencia de lo expuesto en Goh et al. (2001) en nuestra figura so6lo
se muestran las componentes de este vector y no sus cuadrados. De acuerdo
con el Teorema de Perron Fobrenius, todas las componentes de este vector de-
ben ser no negativas.

Se agregaron algunas etiquetas para designar algunos nodos importantes en
la red de ciudades. Obviamente el de mayor importancia es el referido al Distri-
to Federal, aunque algunos otros (como Durango) también son muy relevantes.

Propiedades de mundo pequeiio de la red de ciudades

Existen dos tipos de topologias que se han estudiado extensivamente en la lite-
ratura reciente: las redes ordenadas y las aleatorias. Pero existe ademas una
fuerte evidencia empirica de que muchas redes sociales, tecnolégicas y biologi-
cas no pertenecen a estos dos grupos extremos. Mas bien se encuentran en una
situacién intermedia. Como mostraremos en esta seccion, la red de ciudades
estudiadas tiene propiedades de mundo pequefio, lo cual es muy relevante para
el estudio de la difusién de epidemias sobre la misma.
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[2] Durango, estado de Durango  [4] M. Aleman, estado de Tamaulipas

Figura 8. Componentes del vector de centralidades de los nodos de la red.
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Las caracteristicas basicas que distinguen a una red de mundo pequefio son
las siguientes: un par de nodos puede ser conectado a través de una cadena de
nodos intermedios de corta longitud. Otra propiedad estad relacionada con la
aglomeracion local: dos nodos conectados ambos a un tercero, con una alta pro-
babilidad estan conectados entre si (ver por ejemplo la definicion 4.3.1 de Watts
1999; Barraty Weigt 2000; Klemm y Eguiluz 2002).

En la tabla I se muestra la distribucién de los caminos mas cortos. En la pri-
mera columna se muestran las diferentes longitudes de los caminos, en la
segunda columna se muestran el nimero de caminos de esa longitud que exis-
ten en la red estudiada y en la tercera columna se muestra la fracciéon de la to-
talidad de posibles caminos que esa cantidad representa. Obviamente, la tercera
columna puede ser interpretada como la probabilidad de elegir un camino al
azar del total de caminos posibles y que tenga la longitud referida.

El nimero total de posibles caminos en la red es N(N—1)/2=16950753. La
cantidad real de los mismos es 16,649,481. La matriz A tiene solamente 10,312
coeficientes distintos de cero, por tanto, ésa es la cantidad de caminos de longi-
tud 1 sobre la red. Como puede verse el diametro de la misma es 27.

Denotemos por [ la variable aleatoria que representa la longitud de un cami-
no elegido al azar. Usando los datos de la tabla I tenemos (/) = 8.7146. Por otra
parte se tiene que InN=1n5823 = 8.6696. Ambos valores difieren en menos del
0.52%. Es bien conocido (ver Watts y Strogatz 1998; Newman 2003; Barthelemy
y Amaral 1999; Bollobas 2001) que (l) = InN es una caracteristica distintiva de
las redes de mundo pequefio.

La distribucion de los grados de los nodos en la red
La funcion de densidad de probabilidades de los nodos de una red es sin duda la
propiedad mas estudiada de las mismas. El interés por esta propiedad parece
haberse desarrollado a partir de la comprobacién de que muchas redes del mun-
do real poseen la propiedad de invariancia de escalas (Faloutsos et al. 1999;
Chen et al. 2002). Por otra parte, como ya mencionamos con anterioridad, las
redes aleatorias tipo Erdos-Rényi tienen funcion de distribucién de sus grados
de tipo Poisson (Erd6s y Rényi 1960).

En la figura 9 se muestra la funcion cumulativa de probabilidades de la dis-
tribucion de los grados en la red:

P(k>z)=Epk

k>z
donde p, es la probabilidad de observar en la red un nodo con k conexiones.
Para esta distribucion empirica se encontré un buen ajuste a una distribucién
tipo Beta (Mansilla et al. 2007; Martinez-MeKkler et al. 2009):
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Tabla I. Distribucién de los caminos mas cortos para cada longitud.

Longitud del camino mas corto Nidmero de pares de ciudades Probabilidad
1 10,312 0.0006193640767034
2 47,518 0.0028540479244366
3 146,139 0.0087774676886494
4 473,881 0.0284624581101888
5 1,017,893 0.0611371565290746
6 1,685,940 0.1012617020439560
7 2,262,213 0.1358740754510620
8 2,537,007 0.1523788787960600
9 2,443,484 0.1467616574475800
10 2,071,338 0.1244096535987770
11 1,554,809 0.0933856517392436
12 1,045,742 0.0628098359484027
13 639,825 0.0384294627983640
14 356,848 0.0214331683517690
15 187,519 0.0112628522400444
16 92,055 0.0055290496587401
17 43,260 0.0025983019742230
18 20,010 0.0012018498036108
19 8,534 0.0005125730246884
20 3,272 0.0001965243656879
21 1,227 0.0000736966371330
22 340 0.0000204212360434
23 119 0.0000071474326152
24 30 0.0000018018737685
25 17 0.0000010210618022
26 2 0.0000001201249179
27 1 0.0000000600624590
(24_2)1.4541

P(k > z) =0.0323 P

La identificacién de estos coeficientes se hizo por medio de una regresiéon
lineal en las variables logaritmicas. El ajuste del modelo fue R? = 0.9545.

Por ultimo queremos sefalar que el valor esperado de los grados es (/) =
3.5732 con una desviacion estandar de o, = 3.3963. Este ultimo numero fue
utilizado con anterioridad en este trabajo cuando se definia la probabilidad
implicada de conexioén.
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Figura 9. Funcién acumulativa de la distribucion de los grados.

Conclusiones

Los resultados de esta investigacion permiten establecer varios lineamientos de
politicas publicas referidas al sector de la salud: la importancia de los aeropuer-
tos en la trasmision de enfermedades; como hemos comentado con anteriori-
dad, si bien el 65% del contagio de la gripe aviar (H5N1) iniciada en China en
2004 ocurri6 a través de los aeropuertos (Mansilla 2015), en lo que a México se
refiere, esta amenaza no es tan severa, toda vez que las propiedades topologi-
cas de la red de ciudades no cambian drasticamente si las conexiones aéreas no
son tenidas en cuenta, como se muestra por ejemplo en la figura 7a. En lo refe-
rente a la Republica Mexicana, el transporte por carretera ofrece un nivel de
riesgo esencial en la trasmision de enfermedades contagiosas. Otro aspecto a
tener en cuenta es la propiedad de mundo pequefio que exhibe la red de ciuda-
des estudiadas. Como se mostré en este trabajo, la longitud del camino prome-
dio para unir dos ciudades es de (l) = 8.7146. Esto pone ciertas cotas a la vigi-
lancia de los focos infecciosos. Otra caracteristica importante de la red de
ciudades es que, a diferencia de lo estudiado por otros autores, la distribuciéon
de los grados de esta red de ciudades no sigue una ley de potencias. Esto esta
fuertemente relacionado con la distribucién de las centralidades de los nodos
de la red mostrada en la figura 8, lo cual se convierte en una herramienta esen-
cial en la elaboracion de campanas de salud en el pais, toda vez que han quedado
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identificadas un grupo de ciudades con la propiedad de que si la epidemia las
alcanza, se expandira por todo el teritorio nacional. i
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