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Resumen

En este trabajo se presentan conceptos basicos acerca del calculo fraccional y
la reologia fraccionaria utilizados en el estudio del comportamiento visco-
elastico de materiales y la aplicacion de dicha metodologia en el modelado
del fenémeno de creep. También se presenta la soluciéon de una ecuacion
diferencial fraccionaria que modela dicho fendmeno. Las curvas que se obtu-
vieron experimentalmente se reproducen adecuadamente utilizando la solu-
cion de la ecuacion diferencial fraccionaria que modela el fenémeno de
creep. Por tltimo, se presentan comentarios y conclusiones acerca del bene-
ficio de emplear ecuaciones diferenciales fraccionarias en la simulaciéon de
fenémenos y problemas que se presentan en ingenieria.

Abstract

In this paper, basic concepts about fractional calculus and fractional rheology used
in the study of viscoelastic behavior of materials and the application of this meth-
odology in modeling the creep phenomenon are presented; also the solution of a
differential equation fractional modeling this phenomenon is commented. The
curves obtained experimentally were adequately reproduced using the solution of
fractional differential equation that models the phenomenon of creep. Finally, con-
clusions and comments about the benefit to use fractional differential equations in
the simulation of phenomena and problems that arise in engineering are presented.
Keywords: fractional calculus, fractional derivative, fractional rheology, creep,
viscoelasticity, clayey soils.
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Introduccion

En las taltimas décadas, las ecuaciones constitutivas
para materiales viscoeldsticos que involucran deriva-
das fraccionarias han cobrado un creciente interés. La
motivacion para el uso de arreglos constitutivos frac-
cionarios es en gran parte el hecho de que se requieren
menos parametros para representar el comportamiento
viscoelastico de materiales que los requeridos, cuando
se usan los arreglos tradicionales de orden entero. Los
arreglos fraccionarios permiten variar de una manera
mas amplia los pardmetros reolégicos y manipularlos
usando las transformadas de Fourier y Laplace.

Hasta el momento, la actividad experimental (a ni-
vel internacional) para determinar el comportamiento
reologico clasico de los suelos es amplia. También se
estd trabajando en la determinacidon experimental de
propiedades reologicas fraccionarias en materiales vin-
culados con la industria del alimento, agricultura (Nea-
man y Singer, 2004), textiles, e incluso en propiedades
de tejidos biologicos (Jager y Lackner, 2008) que se em-
plean en bioingenieria, por ejemplo de arterias y huesos
humanos (Robert et al., 2006).

A continuacién se hace una breve introduccién al
concepto de reologia fraccionaria y se presentan los
conceptos basicos de calculo fraccionario.

Reologia clasica

En el 4rea de interés se han llevado a cabo estudios de
caracteristicas de resistencia de mezclas de suelos y as-
faltos, bajo ciertas condiciones de esfuerzos (Abdel-
hady y Herrin, 1965). Aplicando esfuerzos constantes
se observa la evolucion de las deformaciones en el tiem-
po, por ejemplo pruebas de creep. En Sheldon (2008) se
presentan estudios de materiales viscoeldsticos que po-
seen mezclas de propiedades viscosas y elasticas. Como
es usual, esto se caracteriza mediante conjuntos de re-
sortes y amortiguadores.

En lo referente a actividades experimentales, se tie-
ne una amplia gama de investigaciones, como el estu-
dio de propiedades reologicas de suelos humedos bajo
esfuerzos constantes y oscilatorios (Teamrat y Dani,
2001). Se ha estudiado el efecto de cambios en la estruc-
tura del suelo por la actividad y procesos agricolas.
También se han investigado las propiedades reoldgicas
de suelos, al ensayar especimenes en pruebas de torsion
con régimen cinematico, (Meschyan y Taslagyan, 2005).
Aigner et al. (2009) realizaron estudios multi-escala
para prediccién del comportamiento de mezclas de
concreto y asfalto. Se incluyen estudios del efecto de
temperatura en las propiedades viscoelasticas. En Aria-

ratnam et al. (2003) se presenta una evaluacion de pro-
piedadesreolodgicas de flujos de retorno en perforaciones
horizontales direccionales, muy ttil en fracturamiento
hidraulico.

Reologfa fraccionaria

En este tema se tienen trabajos sobre visco-elasticidad en
arterias mediante experimentos de relajaciéon (Craiem y
Armentano, 2007). Para el ajuste de las curvas experi-
mentales se emplean pruebas uniaxiales y modelos de
ecuaciones diferenciales fraccionarias. También se han
realizado estudios de visco-elasticidad en huesos, utili-
zando modelos reoldgicos fraccionarios (Liu y Xu, 2008).
Asimismo, se tienen estudios con calculo fraccionario
donde se modelan ecuaciones constitutivas ligadas a teo-
rias moleculares para describir el comportamiento ma-
croscopico de medios visco-elasticos (Bagley, 1986).

En Schmidt y Gaul (2001) se presenta una imple-
mentacion para analisis, utilizando el método del ele-
mento finito de relaciones constitutivas que involucran
ecuaciones diferenciales fraccionarias. Con este tipo de
ecuaciones, el numero de pardmetros necesarios para
ajustar curvas experimentales es menor que con ecua-
ciones diferenciales con derivadas de orden entero.
También, se han hecho estudios de materiales con mi-
croestructura desordenada basados en geometria frac-
tal y célculo fraccionario (Carpinteri et al., 2004). Se
analiza también el efecto del tamafio de particulas en el
comportamiento estructural de muestras de materiales
heterogéneos y su relacion con el numero de pardme-
tros necesarios para el ajuste a curvas experimentales;
todo esto es muy ttil en estudios de fracturamiento. En
Koh y Kelly (1990) se presenta una aplicacién de deri-
vadas fraccionarias para analisis de modelos con aisla-
miento de base para analizar problemas de aislamiento
de vibraciones.

Antecedentes de calculo fraccionario
y ecuaciones diferenciales fraccionarias

El concepto de calculo fraccionario no es nuevo existe
hace mas de tres siglos. Es una generalizacion de la di-
ferenciacion y la integracion ordinarias (enteras) a or-
denes no-entero (reales e incluso, complejos). El
nacimiento del calculo fraccionario se data en 1695. En
ese afno, L’'Hopital planted en una carta a Leibniz (Ara-
fet et al., 2008) la cuestion de como deberia entenderse
la expresion, introducida por el propio Leibniz:
d"f(t)

D" f(t) =
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Leibniz trabajé en el tema y consideré “derivadas de
orden general”, ademas de introducir la notacion D" f
(x) para denotar la derivada de orden 1/2. Desde enton-
ces destacados matematicos, como Euler, Laplace, Fou-
rier, Abel, Liouville, Riemann, Laurent y Weyl, han
contribuido al desarrollo del calculo fraccionario. Mu-
chos encontraron, utilizando su propia notaciéon meto-
doldgica, las definiciones que se ajustan al concepto de
integral o derivada de orden no entero. Las definiciones
mas conocidas en el mundo del calculo fraccionario son
las de Riemann-Liouville and Grunwald-Letnikov
(Arafet et al., 2008).

Hoy en dia existe una vasta literatura sobre el tema
llamado cdlculo fraccionario (CF), calculo fraccional o
calculo generalizado (Fractional Calculus, Differintegral
Calculus). En distintas areas de la ciencia se han escrito
diversos articulos mostrando las mas variadas aplica-
ciones (Denath, 2003). Entre las aplicaciones mas co-
munes del CF se encuentran: la reologia, biologia
cudntica, electroquimica, teoria de la dispersion, difu-
sion, teoria del transporte, probabilidad y estadistica,
teoria del potencial, elasticidad, viscosidad y teoria de
control automatico; dos aplicaciones recientes son: en
matematicas financieras y en la teoria de fractales. Por
ejemplo, se ha demostrado que los arreglos de orden
fraccionario son mas apropiados que los de orden ente-
ro para describir las propiedades de algunos materiales
como los polimeros.

Actualmente existen paquetes desarrollados para
el calculo fraccionario y para el control automatico
fraccionario (por ejemplo la aplicacion gratuita Ninte-
ger para Matlab, disponible en internet). A continua-
cion se presenta la definicién formal de derivada frac-
cionaria, comenzando por mostrar algunos casos sim-
ples que ayudan a comprender lo que es una derivada
fraccionaria.

Presentacién de conceptos elementales
de derivada fraccionaria basados en la
integral de Riemann-Liouville

Integral de Riemann-Liouville
Recordando algunas notaciones de calculo elemental,

la n-ésima derivada de una funcion f estd definida re-
cursivamente por:

DLf()=/s); DL/ W=D[or 1], (=12
Andlogamente, la n-ésima integral de f estd definida por

D f(x)= f(x); DI flx)=[ D" f(de (n=12,.)()

Puede probarse que la segunda integral en (2) se puede
reducir a una integral sencilla y esta dada por:

—-n 1 X n—1
D; f(x)=(n_1)! [ =) f@de, (n=12,.)  ©

donde (n-1)!=(n-1)-n-2)-2-1

El proposito es generalizar (2) y (3) sustituyendo n por
un namero real positivo a. Para ello se hace uso de la ya
conocida funcién gamma de Euler. Para cualquier o > 0,
se define la integral fraccionaria de orden a de una fun-
cion f (continua) como:

D /() sr(la) [ =) oyt @

La ecuacién (4) se llama integral fraccionaria de Rie-
mann-Liouville (Rocha, 2003). Note que cuando a = #,
la definicion anterior se reduce a la formula usual dada
en (3). Por ejemplo, sea f(x) =1y a = 1/2. Entonces:

e (1) :n},z [l (1)

(cont=x-u); D"*(1)= %x”z
T

Para comparar, se remarca que D;’(1)=1 (lo que signi-
fica que no se esta transformando la funcién) mientras
que D.'(1)=x (lo cual es solo una antiderivada de 1).

La derivada fraccionaria puede definirse en térmi-
nos de la integral fraccionaria (Rocha, 2003). Sea m el
menor entero positivo mayor o igual que un nuimero
positivo a (por ejemplo, m =1 cuando a = 1/2). Entonces
D" es solo la m-ésima derivada usual y m — ot 2 0. Para
cualquier a > 0, la derivada fraccionaria de orden o de
una funcioén f (continua) se define como:

D: {0y =07 D)
Observe que D_ (n-a)
denm —a.

Continuando con el ejemplo anterior, donde f(x) =1,
la derivada fraccionaria de orden 1/2 de fes:

es la integral fraccionaria de or-

_ 2 1 1
D f(x)= Di[Dx(l/z)(l)]Z Dx[ﬂ_l/le/zj =z

Este resultado es absolutamente inesperado, ya que la
derivada usual de una constante es 0, lo cual ilustra una
de las muchas diferencias entre los operadores de deri-
vacion clasicos y fraccionarios.
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La transformada de Laplace

La transformada de Laplace es una funcion de transfor-
macioén que comtinmente se utiliza en la soluciéon de
ecuaciones diferenciales lineales. Con ella, es posible en
muchos casos, evitar trabajar directamente con ecuacio-
nes de orden diferencial trasladando el problema a un
dominio en donde la solucién se presenta algebraica-
mente. La definicién formal de la transformada de La-
place esta dada por:

L{fB} =] e" fivdt= f(s) )

donde [0<t<eo)y f (s) es una funcion en la variable s
cuyo dominio consta de todos los valores de s para los
cuales la integral (5) existe, es decir, la transformada de
Laplace de una funcién f(t) existe si (5) es una integral
convergente. El requerimiento para que suceda esto es
que f(t) no crezca a una velocidad mayor que la veloci-
dad a la cual decrece el término exponencial ¢

Otra propiedad muy importante de la transformada
de Laplace es su aplicacion a la derivada de orden ente-
ro n de una funcioén £(t), la cual esta dada por:

n ~ n-1 A
L{dd{f”}:s"f(s)-Zs"“f<">(0)=s"f(s)
k=0

(6)

n-1

IR0

De forma analoga, la transformada de Laplace aplicada
a derivadas fraccionarias esta dada por:

a’f (@) A0
{ e } L (1))~ Z { = } ?)

para todo a (exponente fraccionario de la diferencial),
donde 7 es un entero tal que (1 — 1) <a <n. Si se consi-
deran las condiciones iniciales igualadas a cero (Hart-
ley et al., 1995), la féormula anterior se reduce a la
expresion:

o 10N -l ®

dt

De manera que la derivada generalizada puede ahora
expresarse como:

per(ty =1 [s“L{r )] )

la cual resulta de mucho interés, pues es otra forma de
expresar la derivada fraccionaria de una funcion f{(t).

Funcion Mittag-Leffler

La solucién de ecuaciones diferenciales fraccionarias
comunmente se expresan en términos de la funcién
Mittag-Leffler (MLF) o sus derivadas (Diethelm et al.,
2004), que es una generalizacién de la funcién exponen-
cial ¢*. La funcion MLF est4 definida por la serie de po-
tencias:

S e 10

k=0
dondea,beRyzex

La funciéon MLF juega el mismo papel en las ecuaciones
diferenciales fraccionarias al papel que juega la funcién
exponencial en las ecuaciones diferenciales ordinarias.
Para el caso particular, cuando los pardmetros a y b son
iguales a 1.0, la funciéon MLF se reduce a la definiciéon
de la funcion exponencial:

En@= Zr(1+k)

(11)

Ecuaciones diferenciales fraccionarias

En estas ecuaciones, como su nombre lo indica, el orden
de las derivadas es fraccionario y, por tanto, aparecen
en ella términos con derivadas fraccionarias. A manera
de ejemplo se presenta una ecuacion de este tipo y sus
soluciones para diferentes casos:

[D** +aD* + bD"] y(t) =0

donde «a es el orden de la derivada (D) fraccionaria, y
sus soluciones son:

e (t)—e,(t) para a#b
q-1
y(t)={te", > a'(q- ‘k‘)D (ke ( ) para a=b#0
k=—(q-1)
tZa 1
=b=0
F(Za) para a
donde:
gq-1 -
q =1/, e,(t) = 20" E (~ka,b?)
k=0
e es la funcion exponencial

E(v,a) eslafuncién E, y I'(z) son la funciéon gama.
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La funcion E, surge de la integral de ¢" y se define como:

at -v _at

J'txv—]e—axdx — a e 7(Vaat)
0 r(v)

E(v,a)= Fe(v)

en donde y(4, z) es la funcidon gama incompleta definida
por:

y(a,z)= J‘OZ t“e'dt

Las funciones especiales, como I'(z), (4, z), E, ;(2) y E,
resultan muy dtiles en la solucién de ecuaciones dife-
renciales fraccionarias, usando la transformada de La-
place. Puede consultarse la referencia de Podlubny
(1994), en donde se trata detalladamente la aplicacion
de la transformada de Laplace en la solucion de ecua-
ciones diferenciales fraccionarias.

Reologia clasica y fraccionaria

La reologia es una parte de la mecanica del medio con-
tinuo que estudia la relacion entre el esfuerzo y la de-
formacién en los materiales que son capaces de fluir.
Una de las tareas mas importantes en reologia es encon-
trar ecuaciones constitutivas para modelar el comporta-
miento de los materiales. Por ejemplo, Terzaghi explicd
mediante un arreglo reologico el estado de esfuerzos
para cualquier tiempo t en suelos saturados de agua,
bajo la premisa de que en un suelo cien por ciento satu-
rado y sin drenaje, el esfuerzo octahédrico generado se
toma totalmente en el agua; una vez permitido el dre-
naje, el agua deja de tomar dicho esfuerzo y este se
toma conforme pasa el tiempo en el esqueleto sélido
(proceso de consolidacion) (Terzaghi, 1943).

En la figura 1 se presentan algunos arreglos mecani-
cos simples utilizados para simular el comportamiento
viscoelastico de algunos materiales.

En (Gurtin y Sternberg, 1962) se presentan los con-
ceptos referentes a la teoria de viscoelasticidad lineal y
en particular una seccion en donde se tratan las relacio-
nes esfuerzo-deformacion en forma de ecuaciones dife-
renciales de una ley integral de creep o de relajacion.

i

a) b) o) d)

G C e
EﬁLnE

c o [

Reologia fraccionaria

Los arreglos reoldgicos, como los arreglos cldsicos de
Kelvin-Voigt y Maxwell (figura 1), se pueden modificar
para tratarse como arreglos reologicos fraccionarios
(Meral et al., 2010); se conocen como arreglo fracciona-
rio de Kelvin-Voigt FVM (Fraccional Voigt Model) y arre-
glo fraccionario de Maxwell FMM (Fraccional Maxwell
Model) (Liu y Xu, 2006). Estos arreglos dan mayor ver-
satilidad en la simulacién del comportamiento de mate-
riales complejos, tales como los suelos, debido a que
resultan mas eficientes, pues requieren menos parame-
tros que un modelo cldsico equivalente para simular
adecuadamente un material viscoeldstico.

La ecuacion diferencial del arreglo Kelvin (Gurtin y
Sternberg, 1962) (figura 1) expresada con la derivada
entera es:

de(t)

(12)

Ahora, escribiendo la misma ecuacién pero con deriva-
da fraccionaria (Meral et al., 2010) resulta:

0%&(t)

o(t)=Ee(t)+n e

(13)

donde a es el exponente fraccionario arbitrario.

En la ecuacion (13) se observa la generalizacion de un
arreglo clasico a uno fraccionario. Las constantes E y n
(moédulos de rigidez y viscosidad, respectivamente),
que representan las propiedades viscoelasticas del ma-
terial aparecen en ambas ecuaciones, lo que cambia es
el orden de la derivada en el término de velocidad de
deformacién 0" ¢/0t”" en donde a es un nimero real que
representa el orden de la derivada, que en el caso de la
ecuacion clasica vale 1.0. Estrictamente hablando, cuan-
do a <1 no puede hablarse de una velocidad de defor-
macion, por lo que su sentido fisico desaparece. Sin
embargo, como se vera a continuacion, una derivada
fraccionaria de la deformacion es una transiciéon entre

Figura 1. Arreglos mecanicos simples, a) resorte de Hook, b)
amortiguador de Newton, c) resorte y amortiguador en paralelo,
Kelvin y d) resorte y amortiguador en serie, Maxwell
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un sélido perfecto (resorte, para un valor de derivada
fraccionaria igual a cero) y un elemento de Newton
(amortiguador, para un valor de derivada fraccionaria
igual a uno), lo cual implica que tiene ambos comporta-
mientos. Por tanto, un elemento amortiguador fraccio-
nario es una generalizacién de un elemento viscoso a
uno viscoelastico fraccionario.

De acuerdo con Schiessel y Blumen (1993), un ele-
mento amortiguador fraccionario puede entenderse
como un arreglo finito (en realidad es infinito, pero
puede acotarse) de resortes y amortiguadores como el
que se presenta en la figura 2a. De forma similar, pue-
den generalizarse los arreglos como los de Kelvin y
Maxwell. En la figura 2b se presenta el esquema genera-
lizado de Maxwell. Plantear una ecuacion diferencial
que modele a un arreglo como los que se presentan en
la figura 2 se torna complicado, y es por ello que las
ecuaciones diferenciales fraccionarias permiten trabajar
con relativa facilidad fendmenos tan complejos como el
de creep.

%

a)
Figura 2. Diagramas de arreglos mecanicos finitos usados para

simular, a) un elemento amortiguador generalizado y b) un
arreglo de Maxwell generalizado

g 1V

&

|
=

Figura 3. Arreglo en serie (FVMS)

o 2K

Mas adelante se presenta la ecuacion diferencial frac-
cionaria correspondiente al arreglo reoldgico fracciona-
rio de Burgers, el cual requiere de cuatro constantes
viscoeldsticas y tres exponentes fraccionarios. Se le lla-
ma de orden superior (Liu y Xu, 2006) ya que el orden
de la derivada fraccionaria mayor es S+, el cual pue-
de alcanzar un valor maximo de 2 si se considera que
las derivadas fraccionarias pueden tomar valores entre
Oyl

Arreglos reoldgicos fraccionarios de orden superior

Construyendo arreglos en serie y en paralelo a partir de
los modelos FVM y FMM es posible obtener arreglos
reologicos fraccionarios de orden superior, tal como el
de Burgers, los cuales permiten una simulaciéon mas
compleja del comportamiento viscoeldstico de los ma-
teriales (Liu y Xu, 2006). En la figura 3 se presenta el
esquema de los arreglos Kelvin y Maxwell en serie
FVMS (Fraccional Voigt-Maxwell in Series).

Ecuacion constitutiva del modelo FVMS

En el modelo FVMS se tienen los arreglos FVM y FMM
conectados en serie y por tanto, se tienen dos ecuacio-
nes simultdneas como se muestra a continuacion (Liu y
Xu, 2006).

En el cuerpo de Kelvin-Voigt, la ecuacion diferen-
cial es:

0y (l) = 771'0Dty‘91 (t) + Elgl(t) (14)

y en el cuerpo de Maxwell, la ecuacion es:

02(0)+ L Dl 0s(0) = 17D/, (0) (15)
2

donde

t = tiempo

a(t) = esfuerzo aplicado como funcién del tiempo

oD/ = derivada fraccionaria con exponente o

E.ym;, =mddulos de rigidez y viscosidad,

respectivamente

a, Byy =exponentes fraccionarios arbitrarios
,(f), &,(t) = funciones de deformacion para los cuerpos
de Kelvin y Maxwell respectivamente.

Por otro lado, se tiene que las deformaciones en todo el
cuerpo son:

gt)=¢ () +&(H) (16)
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Sustituyendo (14) y (15) en (16) y haciendo los arreglos
algebraicos necesarios, se tiene:

Ey (D" &(t) + E ¢, D/ e(t)=,D{" (1) + ¢, D} (1)

+¢, oDl o(t)+ %~0Df0(t) +¢,c,0(t)
1

(17)

donde ¢, = E,/n,, ¢, = E,/n,

La solucion de la ecuacién diferencial del arreglo FVMS
para el fenémeno de creep se puede obtener aplicando
la transformada de Laplace a (17):

E,s778(s5) + E,c;5”8(s) = s“7 6(s) + ¢,5“6(5) + ¢,57 6(5)

E
+2576(s) + ¢,c,6(s)
1
es decir,

y A aty R .
(Ezsﬁ+' +Ezclsﬁ) & (s)—[s "+t +c,8 +Zsﬁ+clczjo(s) (18)
7

1

donde s es el parametro de transformacion,

) =L{f ()= .[we’”f(t)dt es la funcion imagen de f(#).

De (18) se obtiene:
“’ s 1
S(s)+——08(s)+————6(s),

o(s)="
E, 7, m (s" + )

Suponiendo que o(f)=o,H" (una funcién de tipo es-
calon), puede obtenerse:

a-p-1 -p-1 -1
s (19)

+ 7
m m(s” +¢)

N

J(s) = éo(_s) _ sE

La transformada inversa de Laplace término a término
de la ecuacion (19) resulta en:

P 1 ¢

1 1
J(@)=— — —t"E -t”y (20
) K F(ﬁ—a+1)+772 r(ﬂ+1)+771 yy (GG (20)

donde

E,,(z) es la funcién Mittag-Leffler.

Cuando a, By y son iguales a 1, la ecuacion (20) se redu-
ce a la solucién de la ecuacién diferencial clasica (21)
con derivadas enteras:

EI
1 ¢t 1 o
J(t)=—+—+—|1-¢" 21
(1) z z (21)

2 77 1

Andlisis paramétrico del modelo FVYMS

En esta seccion se presenta un andlisis paramétrico de
la ecuacién (20), con el objeto de observar la sensibili-
dad de dicha ecuacién ante la variacion de los exponen-
tes fraccionarios y las constantes viscoeldsticas. Para
facilitar la observacién de la variacion de los parame-
tros fraccionarios, la funcién J(t) se analiza separando
cada uno de sus tres términos, de forma que:

J() = Jy(O) +J,() + T, (1)

En primer lugar, se presenta el andlisis paramétrico del
segundo término de la ecuacién (20), [,(t) = 1/n, -
t#/T(B+1). En la figura 4 se presenta la grafica tridimen-
sional de J;(f) variando ¢ y . A manera de ejemplo, el
valor de n, se fijé en 100. Puede apreciarse la variacion
de la funcién J(t) al variar tanto el tiempo t como el
exponente fraccionario 3. Cuando 3 =0, /,(t) se compor-
ta como una funcion constante con valor 1/n, = 0.01. Al
variar el exponente fraccionario, la funcién J,(f) se com-
porta como una parabola dependiente del parametro 3
y la funciéon I'. Cuando =1, /,(t) se comporta como una
recta con pendiente igual a 0.01.

Interpretacion fisica. Cuando =0, el elemento fraccio-
nario se comporta como un solido perfecto (elemento
de Hooke), mientras que cuando 3 =1 el elemento frac-
cionario se comporta como un fluido (elemento de
Newton). Para valores intermedios, 0 < # <1, se tiene
una transicion suave, en donde participan combinados
en un arreglo jerarquico elementos amortiguadores y
resortes como el mostrado en la figura 2. En ese arreglo,
dependiendo del valor de las constantes viscoeldsticas,
se obtendrd el valor de 3 para un elemento amortigua-
dor fraccionario equivalente. Por tanto, cuando 3 — 1
se incrementa la participaciéon de los elementos visco-
sos (amortiguadores).

El primer término de la ecuacién (20), J(t) = 1/E, -
tPT(B — a + 1), presenta el mismo comportamiento
que el del caso anterior, con la diferencia de que ahora
se ve afectado por el exponente fraccionario a. En este
caso se debe cumplir que 3 > a para que exista estabili-
dad termodindmica. Fijar los valores de « y 3 de mane-
ra que se cumpla la igualdad = a resulta de gran
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utilidad para simular la deformacién instantanea
en los materiales, ya que su contribucion a la fun-
cién J(t) en este caso, es de una funcién escalon con
valor 1/E,.

A continuacién se muestra el analisis paramétrico
del tercer término de la funcion J(t), [,(t) = 1/n,
t'E, . (-c,t"), donde ¢, = E;/n,. A manera de ejemplo, los
valores de E, y n, se fijaron en 100, dando ¢, = 1. En la
figura 5 se presenta la variacion de la funcion J,(f) al
variar los parametros f y y. Observando la grafica de la
figura 5, puede apreciarse que cuando y =0, la funcién
toma la forma de una constante con valor igual a
J,(t) = 0.005. Cuando y =1, J,(t) toma la forma de una
parabola asintética, en este caso a un valor de 0.01. Para
valores intermedios, 0 < y < 1, la funcién J,(f) toma la
forma de parabolas asintéticas a constantes con valores
intermedios a los presentados paray=0yy=1.

Interpretacion fisica. Puede interpretarse fisicamente
como la deformacion dada en el elemento amortigua-
dor fraccionario y esta restringida por el elemento elas-
tico (resorte); en este caso, la deformacion en el arreglo
no es inmediata, sino que existe un tiempo de retardo
en donde después de cierto tiempo la deformacion
maxima se alcanza. Cuando y = 1, se tiene el arreglo
clasico de Kelvin y la deformacién maxima la rige el
elemento elastico.

En este caso, la funcién J,() tiende a una asintota
con un valor constante de 0.01. Cuando y =0 el arreglo
se transforma en un arreglo de dos elementos elasticos
en paralelo, por lo que la deformacién es inmediata y
no existe un tiempo de retardo. La funcion J,(¢) adquie-
re un valor maximo instantaneo, en este caso de 0.005,

R 0s 09
B 0.7
: 0.6
03 04 os Tiempo (s)
X iempo (s
01 0.2

Figura 4. Andlisis paramétrico del término J,(t)

debido a la contribucién de los dos elementos elasticos,
la cual se mantiene constante en el tiempo. La suma al-
gebraica de las funciones ] (t), J,(), J,(t) dan como resul-
tado un efecto total sobre la funcion J(t).

Con el analisis paramétrico antes presentado se tie-
ne una mejor comprension del comportamiento que
exhibe J(t) al variar principalmente los exponentes frac-
cionarios, ya que dependiendo del valor que tomen es-
tos, J(t) puede evolucionar en el tiempo de formas muy
variadas.

Ajustes de curvas experimentales
con el modelo FVYMS

Con el objetivo de aplicar el modelo FVMS se disefi6
una serie de pruebas sobre especimenes de mezclas de
bentonita y caolin formados en el laboratorio. Como
trabajo previo a este articulo puede consultarse la refe-
rencia Hermosillo et al. (2010).

Se consolidaron tres mezclas de caolin y bentonita
[M, (90% caolin + 10% bentonita), M, (80% caolin + 20%
bentonita) y M, (70% caolin + 30% bentonita)) con el fin
de disponer de materiales con diferentes indices de
plasticidad. Previo a los ensayos de creep se realizaron
pruebas de resistencia del tipo CU (consolidadas no
drenadas) para determinar la carga maxima de resis-
tencia (P) correspondiente a cada material. Durante la
etapa de consolidacion se determind que el esfuerzo de
preconsolidacion promedio para todos los materiales
fue entre 0.3 y 0.4 kgf/cm’, por lo que los ensayos de
creep se realizarian a un esfuerzo efectivo de 1 kgf/cm?
para garantizar que el creep se desarrollara sobre el tra-
mo virgen de la curva de compresibilidad.

(0
0.012

0.01
0.008
0.006
0.004-].-

0.002

Tiempo (s)

Figura 5. Andlisis paramétrico del término J,(t)
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Ensayos de creep

Consolidadas las muestras y la obtencién previa de la
carga de resistencia para cada material, se realizaron 6
ensayos de creep con el material M, 5 ensayos con el M,
y 3 con el M,, aplicando diferentes porcentajes de la car-
ga de resistencia (P), correspondiente a cada material.

La carga que se aplicd a cada una de las muestras se
genero colocando pesas en el sistema mecanico de las
camaras triaxiales (figura 6). Gracias a la instrumenta-
cion electrénica de las cdmaras se pudieron registrar los
desplazamientos inducidos y las presiones aplicadas en
las muestras durante el tiempo que duraron las pruebas
de creep. El comportamiento de los materiales observa-
do mediante las curvas de deformacién contra tiempo,
se logro reproducir usando la ecuacién fraccionaria de
creep, como se presenta en el siguiente apartado; la re-
produccién adecuada del comportamiento de esas cur-
vas mediante el modelo fraccionario se comenta mas
adelante.

sMuestra
monada

Figura 6. Muestra montada en cdmara triaxial y aplicacion de
carga para generar creep

Empleo del modelo reolégico fraccionario y obten-
cién de pardmetros

Con la ecuacién (20) se realizaron los ajustes a cada una
de las curvas obtenidas de las pruebas de creep. Para el
ajuste de curvas se utiliz6 una herramienta numérica en

Matlab llamada CFTOOL, la cual esta disefiada para
realizar ajustes de series de datos con funciones defini-
das por el usuario, determinando los valores de las
constantes de la funcién que mejor ajustan a dicha serie
(minimiza una funcion de distancia entre la serie de da-
tos y la funciéon definida por el usuario).

En las tablas 1, 2 y 3 se presenta un resumen de los
parametros para las mezclas M, y M, y M,.

En las tablas 1 a 3 puede notarse que para el amorti-
guador fraccionario del cuerpo de Maxwell se tienen
valores de la constante n2 muy grandes, respecto a los
demas, lo cual indica que este elemento no influye en el
comportamiento visco-elastico del modelo por tener
una viscosidad que tiende al infinito. También puede
notarse que los valores de a y [ son iguales a 1, lo cual
implica que el primer término en la ecuacion (20) tiene
un valor constante 1/E, que corresponde a la deforma-
cién elastica instantanea de la probeta al aplicar una
carga instantanea. Se puede ver que para cargas meno-
res que 70%, el valor de la constante viscoelastica E, es
nulo y eso implica que solo participa el amortiguador
fraccionario en el arreglo de Kelvin. Para cargas cerca-
nas al esfuerzo de resistencia se tiene una deformacion
instantanea mayor y la constante E, adquiere un valor
pequeio que influye en el comportamiento a largo pla-
zo en la curva tiempo-deformacion.

En las figuras 7, 8 y 9 se presentan las curvas corres-
pondientes a los datos registrados durante los ensayes
de creep para los materiales M,, M, y M,, para diferen-
tes magnitudes de carga. Cada una de las curvas se
ajusto utilizando el modelo fraccionario ya descrito. Las
curvas ajustadas se presentan superpuestas a las expe-
rimentales en las mismas graficas.

Como caso comparativo, en la figura 10 se presen-
tan los ajustes de algunas curvas de creep registradas
para el material M, utilizando la ecuacién clasica del
arreglo de Burgers. Puede notarse la baja capacidad
para simular el fendmeno, debido a que se requiere de
un arreglo mecanico mas elaborado y su ecuacién dife-
rencial correspondiente. Puede apreciarse que las cur-
vas experimentales se reproducen adecuadamente solo
para tiempos cortos (menos de 3000 minutos en dichas
pruebas).

En general, como se puede apreciar en los ajustes
anteriores, la funcion J(t) fraccionaria resulta ser ade-
cuada para simular el fenémeno de creep en suelos ar-
cillosos. Por ultimo, se presentan las conclusiones
referentes al ajuste de curvas experimentales mediante
modelos reoldgicos fraccionarios y su importancia so-
bre los modelos clasicos.
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Tabla 1. Pardmetros fraccionarios obtenidos con el ajuste de curvas, material M,

Ensayos de creep, Mezcla M;: Caolin 90 %- Bentonita 10%

Carga [kgf] 2.0 3.0 4.0 5.0 7.0 9.0
a 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
B 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
¥ 0.496 0.562 0.310 0.159 0423 0.457
E,lkef / onr] 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 24.52
E, [kef / cm] 367.00 278.90 2013 317.60 387.00 128.20
n[ksf - s / cm] 77870.00 302400.00 11000.00 1150.00 65280.00 805.60
n [kgf - s / cm’] 1E+12 1E+12 1E+12 1E+12 9E+12 8E+12

Tabla 2. Pardmetros fraccionarios obtenidos con el ajuste de curvas, material M,

Ensayos de creep, Mezcla M,: Caolin 80 %- Bentonita 20%

Carga [kgf] 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0
o 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
B 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
y 0.49 0.17 0.25 0.22 0.30 0.34
E, [kgf/ cm?] 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 42,59
E, [kgf/ cn?] 261.30 330.10 205.00 420.00 370.00 261.90
n, [kgf- s/ cm’] 84500.00 1105.10 3100.00 3700.00 9500.00 418.40
n, [kgf - s/ cm] 1.00E+12 1.00E+12 1.00E+12 1.00E+12 1.00E+12 1.00E+12
Ensayos de creep, Mezcla 3 (M,): Tabla 3. Parametros fraccionarios
Caolin 70 %-Bentonita 30% obtenidos con el ajuste de curvas,
Carga [kef] 3.25 45 56 material M,
a 100 1.00 0.90
B 1.00 1.00 0.90
y 0.21 0.22 0.26
En, [kgf/ em’] 0.00 0.00 20.24
E, [kgf/ cm’] 270.60 254.20 196.0
n, [kgf s/ cm’] 2050.00 1800.00 469.20
M, [kgf - s/ cm?] 1.00E+12 1.00E+12 1.00E+12
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Figura 7. Curvas experimentales, ensayes
de creep. Material M1

Figura 8. Curvas experimentales, ensayes
de creep. Material M,

Figura 9. Curvas ajustadas con el modelo
reolégico fraccionario, material M3
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Conclusiones como un amortiguador fraccionario, esto para car-

e El arreglo reolodgico fraccionario (FVMS) utilizado
para simular el fenémeno de creep en suelos arcillo-
sos sedimentados artificialmente resulté ser eficien-
te con respecto a los pardmetros considerados bajo
la premisa de que la ecuacién de creep correspon-
diente (20) reproduce con bastante aproximacioén las
curvas obtenidas experimentalmente.

Las constantes y los exponentes fraccionarios, deter-
minados mediante los ajustes de las curvas de creep
obtenidas experimentalmente, dependen de la car-
ga aplicada. Para cargas muy grandes (cercanas a la
carga de falla), la constante viscoelastica fracciona-
ria E;, correspondiente al elemento resorte en el
arreglo de Kelvin fraccionario, toma un valor dife-
rente de cero. Esto indica que para diferentes nive-
les de carga, pueden empezar a trabajar elementos
del arreglo fraccionario que para otros niveles de
carga no presentaban actividad.

Por lo observado en los ajustes, en general, puede
decirse que para modelar el comportamiento de los
suelos analizados mediante reologia fraccionaria,
bastaria un arreglo en serie de tres elementos: un
elemento eldstico (resorte, para el caso particular de
a =) con el cual se tiene una respuesta inmediata a
la deformacién, mas un elemento viscoso (amorti-
guador, 3 =1) el cual tiene un efecto de retardo en el
tiempo, mas un elemento viscoso fraccionario
(amortiguador fraccionario, 0 <y < 1), que tiene una
evolucion en el tiempo mas compleja que el amorti-
guador clasico; esta conclusion se debe a que, en los
ajustes presentados, puede observarse que en el
cuerpo de Kelvin fraccionario, que la constante E,
sea igual a cero, implica que este cuerpo trabaja
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gas menores que 70% de la carga de resistencia, por-
que para cargas mayores se comporta como un
cuerpo de Kelvin fraccionario.

Debe considerarse que al modelar el fenémeno de
creep con ecuaciones diferenciales fraccionarias se
esta utilizando implicitamente un arreglo fractal de
varios elementos (elasticos y viscosos) en cada ele-
mento fraccionario (Schiessel y Blumen, 1995). Esto
presenta una gran ventaja sobre los modelos reold-
gicos clasicos, ya que plantear una ecuacion diferen-
cial de un arreglo clasico equivalente a uno frac-
cionario se torna muy complicado. Por tanto, una
gran ventaja de los modelos reoldgicos fraccionarios
sobre los clasicos es que requieren de menos para-
metros cuando se simulan ciertos fenémenos.

El empleo de modelos reoldgicos fraccionarios per-
mite la simulacion total de curvas de creep en el
tiempo; esto significa una gran ventaja sobre los mo-
delos clasicos como el de Kelvin, Maxwell o Bur-
gers, ya que estos pueden utilizarse para simular
solo intervalos de tiempo y no toda la historia de
deformaciones presentada durante el desarrollo del
fenémeno, como puede observarse en la figura 10.

* La investigacion realizada en este trabajo permite

concluir que este tipo de modelos es adecuado para
estudiar y modelar el comportamiento de los suelos
arcillosos sometidos a una carga sostenida, por
ejemplo cuando esta origina que se presente el feno-
meno de creep.

* Debe darse mayor énfasis al empleo de la reologia

fraccionaria y de las ecuaciones diferenciales frac-
cionarias en problemas y fendmenos que se presen-
tan en ingenieria civil, ya que el comportamiento de
muchos materiales que se utilizan o estdn presentes
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en obras civiles, como los suelos, pueden tratarse
mas adecuadamente usando estas herramientas ma-
tematicas.

Nomenclatura

Simbologia de funciones y variables:

D'f(t) = derivada n-ésima de la funcién f(t)

D! f(x) = derivada fraccionaria (con exponente fraccio-
nario a) respecto a x de la funcion f(t)

L{f(t)} =transformada de Laplace

E,,(z) =funcion Mittag-Lefler

a,b = constantes arbitrarias

R = conjunto de los nimeros reales

oa = conjunto de los nimeros complejos

a, B,y =exponentes fraccionarios de la derivada
I'(z)  =funcién gamma

E,n;, =mddulos de elasticidad y viscosidad
g(f)  =funcién de deformacién en el tiempo
J(h) = funcion de creep
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