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Resumen
La transformada de ondeleta es una funcién matematica que permite seccionar los
datos en pequefios componentes en escala frecuencia-tiempo y analizarlos cada uno
por separado. Su mayor ventaja sobre la transformada de Fourier es que las ondeletas
permiten trabajar con datos que presentan discontinuidades o picos. El concepto de
ondeleta surgié de manera independiente en diversas areas como la fisica cuantica,
matematicas, ingenieria eléctrica, etc. Este articulo pretende dar a conocer al lector el

concepto basico de transformada de ondeleta, sus fundamentos, asi como algunas de

sus aplicaciones.

Descriptores: Ondeletas, frecuencia-tiempo, FFT, espacio fase, no-estacionaria,

ondeleta madre

Abstract
Wave letsare math e matical func tionsthat cut up data into dif fer ent fre quency com po nents,
and then study each com po nent with a res o lu tion matched to its scale. They have ad van tages
overtraditional Fouriermethodsinanalyzingphysicalsituationswherethesig nal contains
discontinuitiesandsharpspikes. Wave letswere de vel oped in de pend ently in the fields of
mathematics, quan tum physics, elec tri cal en gi neering, etc. Thisar ticle pre tends to givethe
researcher an over view about ba sic wave lets con cepts, as well as, the fun da men tal the ory and

applicationofwavelets

Keywords: Wave lets, fre quency-time, FFT, phase space, nonstationary, main wave lets.

Introduccién

A través de los tiempos, se ha buscado una
manera eficaz de representar distinto tipo de se-
flales. Hasta hace poco, para analizar sefales
complejas se utilizaban principalmente métodos
de series de tiempo, en particular, andlisis espec-
trales de las potencias, como es el caso del cono-
cido andlisis de Fourier. En general, todos los
analisis espectrales descomponen una forma de
onda compleja en una suma lineal de compo-
nentes de onda mas elementales; en el caso
particular del analisis de Fourier, las ondas ele-

mentales son seno y coseno. Al aplicar la trans-
formacion lineal, la sefial que esta en el dominio
del tiempo cambia a otra funcién en el dominio de
las frecuencias. Sin embargo, estos andlisis se
basan en supuestos que muchas veces las sefiales
no satisfacen. La Transformada de Fourier presu-
pone que la sefial tenga ciertas caracteristicas,
entre ellas, la estacionalidad. Habitualmente, este
supuesto es violado, es decir, se aplica la trans-
formacion de Fourier a sefiales que no son esta-
cionarias, de modo que el resultado pudiera no
representar la realidad. Problemas de este tipo son
los que han motivado la busqueda de otras formas
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de analisis de sefales, como las llamadas on-
deletas.

las ondeletas son un descubrimiento relati-
vamente nuevo en las matematicas aplicadas.
Deben su nombre a los trabajos de Morlet, Arens,
Fourgeau y Giard (1982), Morlet (1983), Grossman
y Morlet (1984), (Daubechies, 2004). El interés por
las ondeletas ha crecido en las ultimas dos
décadas por diferentes razones. Por un lado, el
concepto de ondeletas puede verse como una
sintesis de ideas que se originaron en los ultimos
treinta afios en el rea de la ingenieria, de la fisicay
de las matematicas puras, por otro lado, las
ondeletas proveen una herramienta matematica
muy sencilla con una gran variedad de aplica-
ciones. Por ejemplo, en el andlisis de sefales de
sonido e imagen se pueden encontrar en
(Daubechies, 2004) a Kronland-Martinet, Morlet y
Grossmann (1987), Mallat (1989); y en anlisis
numérico a Beylkin, Coifman y Rokhlin (1991). La
transformada de ondeleta aparece, entonces,
como una necesidad de analizar funciones no
estacionarias en su escala de frecuencia-tiempo.

las ondeletas se utilizan fundamentalmente
para analizar funciones, de acuerdo al método de
escalamiento. La transformada de ondeleta es una
funcion que satisface ciertos requerimientos ma-
tematicos que se utilizan para representar datos o
funciones.

En la transformada de ondeleta, la escala juega
un papel muy importante, dicho proceso analiza
los datos en diferentes escalas o resoluciones. Es
decir, si se toma una “ventana” de los datos,
notariamos el mismo comportamiento que si se
toma una ventana mas pequefia, y asi sucesi-
vamente.

La transformada de ondeleta provee una
representaciéon en frecuencia-tiempo simultanea-
mente, corta la sefial de interés en varias partes y

analiza cada una de ellas por separado. Las fre-
cuencias altas o contraidas pueden ser mejor
localizadas en el tiempo y las frecuencias bajas o

dilatadas en la frecuencia.

la transformada de ondeleta, al igual que la
transformada de Fourier, es una transformacién

reversible, que permite ir de la sefial original a la
transformada y viceversa, cuando se requiera.

La transformada de ondeleta trabaja en el
espacio fase, lo que significa que se usa un espacio
conformado simultaneamente por coordenadas de
tiempo y frecuencia. Esto nos permite hacer
operaciones mediante desplazamientos en coor-
denadas, en vez de trabajar con ecuaciones di-
ferenciales o ecuaciones algebraicas.

Antecedentes histéricos

El concepto de ondeletas es relativamente nuevo,
de hace no méas de 20 afos; sin embargo, los
esfuerzos por analizar sefales se remontan al afio
de 1807, con los trabajos de Joseph Fourier acerca
del andlisis de frecuencias, lo que dio origen a las
Series de Fourier. En 1930, diversos investigadores
enfocaron su esfuerzo a la representacion de fun-
ciones utilizando funciones basicas de escala
variable llamadas Funciones basicas de Haar.

La transformada de Fourier hizo posible la
descomposicién de cualquier funcion periddica en
un conjunto de funciones bases ortonormales de
senos y cosenos, lo cual permite analizar la sefial
en términos de su frecuencia.

En 1909, Alfred Haar descubrié otro sistema
ortonormal de funciones. La investigacion de Haar
proporciond la forma mas simple de ondeletas
ortonormales que consistia en un conjunto de
funciones base rectangulares. El uso de las fun-
ciones basicas de Haar quedaba limitado, debido a
su discontinuidad.

La teoria expuesta por Haar, fue enriquecida en
la década de los treinta por Levey quien utilizo las
bases de Schauder para examinar propiedades de
regularidad locales, las cuales eran imposibles de
estudiar a través de la transformada de Fourier. En
1946, Dennis Gabor introdujo las ondeletas Gabor.
Su idea principal era cortar una onda en seg-
mentos de onda (ondeletas) donde cada segmento
tuviera bien definida su banda de frecuencias y su
posiciéon en el tiempo. La ondeleta de Gabor
presentaba un gran avance para descomponer una
sefial continua; sin embargo, presentaba proble-
mas en la descomposicion de sefiales discretas.
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Entre 1960y 1980, los mateméticos Weiss Guido y
Coifman Ronald, estudiaron los elementos mas
simples del espacio de funcion llamados 4&tomos y
encontraron las reglas de ensamble, las cuales
permiten la reconstruccion de todos los elementos
de un espacio de funcién a partir de esos atomos.
Entre 1980 y 1990, Grossman y Morlet utilizaron
las ondeletas para analizar temblores y modelar el
proceso de las ondas del sonido viajando a traves
de la corteza terrestre. Aplicaron por primera vez

las ondeletas para modelar funciones no es-
tacionarias.

En 1985, Mallat Stephane impulsé el desarrollo
de las ondeletas a partir de su trabajo en el
procesamiento de sefiales digitales, ya que des-
cubrio relaciones entre los filtros de la cuadratura
del espejo, algoritmos piramidales y bases de
ondeletas ortonormales. Inspirdndose en parte de
estos resultados, Yves Meyer construyo las pri-
meras ondeletas no triviales, las cuales son di-
ferenciables; sin embargo, no decaen rapidamente
a cero, lo que es necesario para la convergencia de
las series que se forman a partir de ellas. Afios mas
tarde, Daubechies Ingrid (2004), utiliz6 el trabajo
de Mallat y construyé un conjunto de funciones
base de ondeletas ortonormales que se
convirtieron en la piedra angular de la aplicacién

de ondeletas en nuestros dias.

Elementos basicos de transformadas
de ondeletas

La transformada de ondeleta, vista como un
proceso matematico, es una operacion lineal que
descompone una sefial compleja en bloques ele-
mentales que aparecen en diferentes escalas o
resoluciones. Dichos bloques pueden ser gene-
rados de una forma muy sencilla, lo cual simplifica
su analisis, permitiendo a su vez, limpiar la sefial
de interferencia externa.

La seleccion de la mejor ondeleta depende de

las caracteristicas propias de la sefial de estudio;
entonces, el punto clave es encontrar la mejor
funcion base. A esta funcion se le conoce como

ondeleta madre.

la funcién base seleccionada contiene in-
formacioén sustancial acerca de la sefial. Si esta

funcion base describe bien a la sefial en términos
de que esta dada la eficiencia, entonces solo seran
necesarios algunos términos en la expansion para
representar la sefial completa. Es importante men-
cionar que sélo aquellas funciones que satisfagan
las dos condiciones siguientes pueden ser con-
sideradas como ondeleta madre:

1. Ser oscilatorio (area total igual a cero)

2. Decaer a cero rapidamente

La transformada de ondeleta de una sefal
continua esta definida por:

CWT, x(@ b)= W,(a,b)=Dx Oy L, @t (1)

Y., ()=hl* ygﬂo @)

a g

donde la sefal x(t) es transformada por la ondeleta

madre. La funcidn ?(t) se dice que es una ondeleta
si y sOlo si su transformada de Fourier §(w)
satisface:

2

¥
D
¥
La condicién de admisibilidad implica que
Py dt=0
¥

lo que significa que ?(t) es oscilatoria y su area
efectiva es cero. El factor:

a’¥

es utilizado para normalizar la energia. El para-
metro acontrola la dilatacion o la contraccion de
la funcion en la escala del tiempo y amplitud, y el
parametro b controla la traslacion de la funcion en
el tiempo.

El procedimiento consiste en adoptar la
funcion prototipo de ondeleta y por dilatacion
descomponer la sefial en escalas diferentes con
distintos niveles de resolucion. Como la
transformacién es alcanzada a partir de dilatar y
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trasladar la ondeleta madre continuamente sobre
los nimeros reales, se genera informacion redun-
dante. Por lo tanto, para quitar dicha informacion,
la ondeleta madre puede ser dilatada y trasladada
de manera discreta haciendo a=a; y b=nb,a,,
donde a, y b, son constantes fijas con a,>1,
h,>0, m,n T Z (Z en el conjunto de enteros
positivos). Entonces, la ondeleta madre discreta y

su correspondiente transformada de ondeleta se
convierten en:

DWT, x(m,n)= ’E) )y, , ®dt (4)

— % Et'nboaom 0
Yo, (0= yRA—— (5)
A0=[a] .

Sea x(t) una secuencia discreta, entonces la
ecuacion (3) se convierte en

DWT [m, nl :\/%A xkly[a;"n-k]  (6)

Aplicaciones: algunos ejemplos
Huellas dactilares en el FBI

Desde 1924 hasta nuestros dias, el FBI ha
recolectado alrededor de 30 millones de huellas
dactilares. El archivo consiste principalmente en
impresiones de tinta sobre papel. Dichas impre-
siones fueron distribuidas a través de faxes a
diversas agencias de la fuerza publica, pero la
calidad de la digitalizacion es muy baja. Algunas
jurisdicciones estadn experimentando tener un
almacenamiento digital de las huellas dactilares, lo
cual ha generado un problema de incompatibilidad
de formato en los datos. Debido a este problema,
la comunidad de justicia criminal esta interesada
en estandarizar la digitalizacion y la compresién de
los datos.

En 1993, el FBI cred los procedimientos para
estandarizar la digitalizacion y compresion de
huellas dactilares en colaboracion con el Instituto

Nacional de Tecnologia y Estandares, el Labora-

torio Nacional de los Alamos, comerciantes y la
comunidad de justicia criminal.

El problema en perspectiva es el siguiente: las
iméagenes de las huellas dactilares son digitalizadas
a una resolucién de 500 pixeles por pulgada con
256 niveles de gris por pixel. Una sola huella
dactilar contiene 700,000 pixeles y necesita 0.6MB
de espacio en disco duro. Un par de manos para
cada persona requiere 6MB de espacio. Por lo
tanto, digitalizar el actual archivo del FBI
necesitaria 200 tetrabytes de espacio, lo cual
implicaria un costo de 200 millones de délares.
Obviamente, el uso de la transformada de onde-
letas para la compresion de datos es necesario en
este caso.

Tonos Musicales

Wickerhauser Victor, sugiere que las ondeletas
pueden ser (tiles para la sintesis del sonido. Su
idea es que un generador de paquetes de onda
sencillo pueda reemplazar a un largo numero de
oscilaciones. A través de la experimentacion,
un musico puede determinar combinaciones de

paquetes de onda y producir sonidos in-
teresantes.

Wickerhauser siente que la sintesis de sonidos
es una aplicacibn natural de las ondeletas.
Digamos que se desea simular los sonidos de los
instrumentos musicales, entonces una muestra de
notas producidas por un instrumento puede ser
descompuesta en su paquete de coeficientes de
ondeleta, de modo que, para simular una nota, se
requerird recargar los coeficientes dentro del

paquete generador de ondeletas y reproducir el
resultado.

Algunas caracteristicas de la musica como las
variaciones en intensidad, de coémo empieza y
cémo termina un sonido, pueden ser controladas
de manera independiente. Se pueden utilizar pa-
quetes de onda larga y codificar estas propiedades
incluso para cada una de las notas. Cualquiera de
estos procesos puede ser controlado en tiempo
real utilizando, por ejemplo, un teclado. Nétese
gue el instrumento musical puede ser incluso la
voz y las notas, palabras o fenémenos.
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Un sintetizador de mdsica con un generador de
paguetes de ondeleta puede almacenar muchos
sonidos complejos eficientemente, debido a que:

— Los paquetes de coeficientes de on-
deleta, como los coeficientes de ondeleta,
son en su mayoria muy pequefios para
muestras digitales de sefiales suaves.

— Los coeficientes de desecho que sa-
len por debajo de una banda predeterminada
con anterioridad, introducen sélo pequefios
errores cuando se comprimen los datos de
sefiales suaves.

— Similarmente, un sintetizador de pa-
guete de onda puede utilizarse para recons-
truir sefiales muy comprimidas.

A pesar de que las descargas parciales sélo
envuelven pequefios montos de energia, pueden
llevar al deterioro progresivo de las propiedades
dieléctricas de materiales de aislamiento en trans-
formadores, generadores y motores. La medicion
en el equipo actual es complicada, debido a la
disminucion, resonancia y el fenémeno de onda.

las descargas parciales ocurren en forma de
pulsaciones eléctricas individuales, las cuales
pueden ser detectadas como sefiales eléctricas en
un circuito externo conectado al objeto o aparato
probado.

las descargas eléctricas pueden ocurrir en
cavidades o impurezas en materiales sélidos de

aislamiento, en burbujas de gas, en liquido de
aislamiento o entre caspas de aislamiento con

diferentes caracteristicas dieléctricas.

Los propoésitos de medir las sefiales de des-
cargas parciales son los siguientes:

1 Para verificar que el equipo probado
no presente descargas parciales mayores a
una magnitud especificada arbitrariamente
dado un cierto voltaje.

2. Para determinar la amplitud del vol-
taje, en donde las descargas parciales de
una magnitud especifica baja comienza al

incrementarse el voltaje y cesa cuando el
voltaje disminuye.

3. Para determinar la magnitud de la can-
tidad especifica de descargas parciales en un
cierto voltaje especifico.

La magnitud y el tiempo de ocurrencia de las
descargas parciales son almacenados en una
computadora por un determinado periodo de
tiempo, por lo tanto, se puede obtener la mag-
nitud vs el tiempo de ocurrencia y la fase vs la
distribucion de ocurrencia. Sin embargo, todas las
metodologias actuales tienen que lidiar con el
problema del ruido.

En 1997, Ramirez-Nifo, Rivera-Castareda,
Garcia-Colén y Castafio (1998), utilizaron el ana-
lisis de transformada de ondeletas para reducir el
ruido y detectar el tiempo relativo en que ocurrian
las descargas parciales en sefiales eléctricas y
acusticas en materiales de aislamiento. Encon-
traron que la aproximacion mediante ondeletas
resulta ser poderosa en la reduccion de ruido para
este tipo de sefales.

Conclusiones y perspectivas

Como ya se ha visto, la transformada de ondeleta
resulta ser una herramienta matematica muy
poderosa para la resolucién de problemas rela-
cionados con sefiales de todo tipo, desde meca-
nicas hasta biol6gicas. Nos permite a su vez,
analizar fenébmenos complicados “dividiéndolos”
en pequefios componentes que se pueden ana-
lizar por partes, haciendo el trabajo mucho mas
sencillo, ademas de dar una vision global de cémo
las interacciones de sus componentes conforman
a un sistema.

Existen diversas areas de la ingenieria, no
exploradas aun, donde la transformada de onde-
letas puede aplicarse, tales como el analisis de

ondas cerebrales, las turbulencias, la prediccion
de terremotos, etc. En pocas palabras, las
ondeletas seguiran “haciendo olas”.
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