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Resumen

El propdsito de este trabajo consiste en desarrollar, dentro de un marco determinista, un
modelo de crecimiento econdmico que explique endégenamente los determinantes del
mismo. Asimismo, el modelo propuesto describe el comportamiento de la dinamica de
las trayectorias de consumo y capital de los agentes. Se supone que la economia esta
poblada por individuos idénticos con vida infinita que desean maximizar su utilidad por
un bien de consumo perecedero. Distintos indices de satisfaccion se revisan. Las
empresas comparten la misma tecnologia. En dicha tecnologia, el producto marginal del
capital se mantiene constante en el tiempo. En este contexto, el problema de decision
de un consumidor representativo se plantea como un problema de control 6ptimo
determinista en tiempo continuo. Las decisiones 6ptimas del consumidor se examinan
utilizando subrutinas de MATLABO .

Descriptores: Control éptimo, optimizacion dindmica, crecimiento endégeno.

Abstract
The aim of this pa per is to de velop, in a de ter min is tic frame work, a model of eco nomic growth that ex-
plainsits de ter mi nants en dog e nously. The pro posed model also de scribes the be havior of thedy namics

of the agent’s con sump tion and cap i tal paths. It is sup posed that the econ omy is pop u lated byidentical
andinfinitely lived in divid uals thatwish to maxi mize their util ity for the con sump tion of a sin gle per-

ish able good. Several sat is fac tion in dexes are re vised. Firms share the same tech nol ogy. In such a tech-
nol ogy it is as sumed that the mar ginal prod uct of cap i tal re mains con stant through time. In this con-
text, the con sumer’sdecision prob lemisstated asa de ter min is tic op ti mal con trol prodemincontinuous

time. Con sumer’s op ti mal de i sions are exam ined by using MATLAB O subroutines.

Keywords: Optimalcontrol,dy namicoptimization,endogenousgrowth.
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Introduccién

En la actualidad, la busqueda de soluciones a los
problemas econémicos requiere de un planteamiento
multidisciplinario que integre diversas areas del cono-
cimiento cientifico. En particular, el andlisis finan-
ciero es la disciplina que méas se ha combinado con la
economia en el modelado del comportamiento de los
agentes y de los mercados en que estos participan.

Asimismo, entre las herramientas matematicas
gue se utilizan para resolver muchos de los
problemas econdémico-financieros destaca la
optimizacién dinamica, la cual agrega las téc-
nicas del célculo de variaciones, el control
Optimo y la programacion dinémica.

En este trabajo se desarrolla un modelo de
crecimiento enddgeno balanceado que permite
analizar las decisiones éptimas de los agentes
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bajo diferentes funciones de utilidad. Los supues-
tos del modelo se mantienen tan simples como
sea posible, de tal manera que se puedan obtener
soluciones analiticas. En esta investigacion, tam-
bién se estudia la evolucién del consumo y el cap i-
tal en funcién de la tasa subjetiva de descuento y
del producto marginal de capital. Asimismo, se
analiza la evolucion del consumo y del capital en
funcion del tiempo.

La estructura de este trabajo se encuentra
organizada de la siguiente manera. En la seccion 2,
se presenta el Hamiltoniano en valor presente, uno
de los conceptos importantes en el planteamiento
matematico del problema de crecimiento. En el
transcurso de la seccion 3, se plantean los proble-
mas de optimizacién asociados con un consumi-
dor racional con vida infinita que desea maximizar
su utilidad por un bien de consumo perecedero.
Dichos problemas se resuelven con con trol 6ptimo
determinista en tiempo continuo. Asimismo, las
decisiones 6ptimas del consumidor se examinan
utilizando subrutinas de MATLAB ©. Por ultimo, en
la seccion 4 se establecen las conclusiones y al-
gunas limitaciones.

El Hamiltoniano en valor presente

Existen muchos problemas econdémicos que se
pueden plantear como problemas de control
Gptimo. En la mayoria de ellos el funcional obje-
tivo es unain te gral, en cuyo integrando aparece un
fac tor de descuento,

donde r es una tasa de descuento. Asimismo, la
restriccion de estos problemas es una ecuacion
diferencial. En este marco, se plantea el siguiente
problema:

Maximizar Jk) = ¢y F ke, c)e " dt

stetoa k =Gk,,c),
k, constant,
c,T W

donde ces la vari able de con trol y k; es la vari able

de estado. ElI Hamiltoniano del problema anterior
se definecomo
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H (ky, ¢, m)=F (ki,¢)e "t +m,G(k,Cy)

donde m; es el multiplicador de Lagrange asociado
a la restriccion. Ahora bien, las condiciones nece-
sarias de un méaximo estan dadas por

H o,
[

_ﬂ:-ﬁe'“- m, E,
ke Tk Tk,
ﬂ :G(kt,ct )

t

El Hamiltoniano en valor presente se definede
la siguiente manera:

H=He"" =F(k.c) +me" Gk ,c ).

Si se denotam, =I ¢", laecuacion an te rior se
puede reescribir de la siguiente manera:

Hk.c 1)
=F k.c)+1 Gk..q).

Bajo este cambio de variable, las condiciones
necesarias para un maximo son ahora las

siguientes

TH_

0,
fic,

El lector interesado puede consultar Cerda
(2001) y Chiang (1992) para mas detalles del
principio del maximo y del Hamiltoniano en valor
presente.

Modelos econdmicos de crecimiento
enddgeno

Considere una economia cerrada que producey
consume un bien perecedero. En este caso, la
identidad de la renta nacional en términos per ca-
pita estd dada por

FI-UNAM
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% =c H, +0, (1)

Esta condicion establece que toda la pro-
duccidn, y,, del bien es destinada a tres fines: al
consumo, ¢, a la inversion, i;, y al gasto de
gobierno, ¢. En lo que sigue, por simplicidad, se
supondra que g = 0. La condicion (1), asegura el
equilibrio en el mercado de bienes. El problema de
gptimizacion que desea resolver un consumidor
racional, maximizador de utilidad, es el siguiente:

Maximizar ¢y u(g Je " ‘dt

sujetoa y, =¢ +ki,
kodado,

dondec, es el consumo del individuo al tiempot; k;

es el capital del individuo al tiempo t; u (c;) es la
funcion de utilidad o satisfaccion del individuo y ?
es la tasa subjetiva de descuento. Si se supone que
la empresa representativa pro duce el bien con una
tecnologia de la forma y,=Ak, entonces el pro-
ducto marginal de capital, A, se mantiene cons-
tante en el tiempo. De esta manera, el problema
anteriorsetransformaen

Maximizar ¢y u(c,)e™" dt 2)

sujeto a k¢ = Ak, - ¢,
kodado

Con base en el principio del m&ximo, las con-
diciones de primer orden (o0 condiciones nece-
sarias) estan dadas por:

iH

- = 3
o, Q (3)
1H _;

A e 4
1 [y -1, 4)
H _ 5
) e G (5)

donde H=H(,c,| ,t)=u(c,)- | ,(Ak, -¢,)
Funcidn de utilidad logaritmica

Suponga que la funcién de utilidad del problema
(2) es la siguiente:

El Hamiltoniano asociado a este problema esté
dado por:

H(k, ¢, 1) =In(c;) +l ((Ak - c;)

donde ? es la variable de coestado. A partir de la
condicién (4) se sigue que

I.t :| t(l' - A)
Por lo tanto,

o=l oel )
=

La condicion (3) con duce a

Cy

-1
L

Si se sustituye el valor de ?, en la ecuacion an te-
rior, se sigue que

Ahora bien, como ¢, = Akt-kt, se tiene que
ce " =Ake " - ke
Si se integra la expresion an te rior se obtiene
O e M= gy Ak M-y ke Mdt (6)
Observe que la integracion por partes del
primer sumando del lado derecho de la ecuacion

anteriorproduce

O Ae Mdt=k, +¢y ke M dt,

(@)

O Ak M- ¢y ke Mdt=k,

Por lo tanto, de la ecuacion (6), se sigue que

O ae *dt=ko
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De esta manera,

ko= e “dt=——

En consecuencia,
i :kor
I 0

Por lo tanto, la trayectoria Gptima de consumo
satisface
¢ =koret” "
donde c,=k? . Claramente, esta trayectoria es un

maximo (global), ya que In(c;) es una funcién
concava. En la figura 1 se observa la trayectoria
Gptima del consumo como funcién de la tasa

subjetiva de descuento ? y del producto marginal
decapital A.

Figura 1

Por otro lado, se tiene que
. A r )t
k[:IAkt 'CtzAkt'kore( "
cuya solucién, en términos del cap i tal, es

ko =koe™ - e koret A7 e (s

=k eAt _ eAt(l_ e—rt)

0
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:ko p(A-T)t

En la figura 2 se observa la trayectoria éptima del

capital como funcién de la tasa ? y del producto
mar ginal de capital A.
Figura 2

Ahora bien, como
¢ =(A-r)e,
k =(A- )k
se tiene que la tasa de crecimiento del consumo y

la tasa de crecimiento del capital se encuentran

respectivamente expresadas por las siguientes
identidades

Cf‘:A-r
Ct
Ii—tzA-r
kt

Asimismo, como y,= Ak, se tiene que y= Ak,
De lo an te rior, se concluye que

Yoo Ak Ak ke _
yt yt Akt kt

En consecuencia, el consumo, el capital y el
producto crecen (0 decrecen) exactamente a la
misma tasa A+. Si A>r, la produccion crece,
mientras que si A<r la produccion decrece.

FI-UNAM
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Cuando todos los sectores crecen (o decrecen) a la
misma tasa se dice que el crecimiento en la

economia es balanceado. En las figuras 3(a) y (c) se
muestra el comportamiento del consumo y del
capital respectivamente, cuando A>r. Asimismo,

en las figuras 3(b) y (d) se muestra el compor-

Lil}

A

tamiento del consumo y del capital respec-
tivamente, cuando A<?.
Figura 3

Funcién de utilidad exponencial |

Ahora, suponga que la funcion de utilidad del
problema (2) esta dada por

9

uc: ) =5
g

Dondek;y c,se definen como en el modelo an-

terior. El Hamiltoniano asociado a este problema

se definecomo:

Cg
H(kt’ct’l t):LgH t(Akl - Ct)
donde %es la vari able de coestado. A partir de la
condicion (4) se sigue que

I, =l -A

Por lo tanto,

|, =l e A

La condicion (3) con duce a

1

¢, =l ot

y al sustituir % enlaecuacion an terior, se tiene que
1 (- At
¢ =l ,9°Tg o1

Ahora bien, como ¢= Ak, k;, se sigue que
ce = Ake M- ke M
Si se integra la expresion an te rior se obtiene

O ce M=y A M- f ke Mdt (D)

Observe que la integracion por partes del
primer sumando del lado derecho de la ecuacion
anteriorproduce

O Ak Mdt=ko +(p ke Mt

(@)

O A M- oy ke Mdt=k,
Por lo tanto, de la ecuacion (7), se sigue que
O ce” " dt=k,

De esta manera,

En consecuencia,

1 e
I OEZKO?Q-{ g
- %]

Por lo tanto, la trayectoria Optima de consumo
satisface

(p- At
g-1

A - T
€91
donde ¢y =k [(A - ?)/(? -1)]. En la figura 4 se
observa la trayectoria 6ptima del consumo como

funcién de la tasa ? y del producto marginal de
capital A

£O

¢, =k,

]
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En la figura (5) se observa la trayectoria éptima
de capital como funcién de latasa?y del producto

mar ginal de capitalA.

Figura 5
Ahora bien, como
c=- ¢
G g-1 t
2] y

a - AQ
Kt =g—g<t

g-1g

Se tiene que la tasa de crecimiento del
consumo Y la tasa de crecimiento del capital,son
expresadas respectivamente, por las siguientes

Figura 4 ecuaciones
Por otro lado, se tiene que E:? - A
LA G, g-1gh
. -1 Oy
ko= o= Ak ko fT o T |
2 ki _r-A
ki -1

cuya solucién en términos del cap i tal se encuentra

dada por la siguiente expresion ) _
Del mismo modo, como y, =Ak, se tiene que

. @-AQ ;= Ak _De donde se concluye que
N -ro :5 -
k =koe” -e” tkoggA riegg”l"’e *ds = )
e Voo Mk Ak k1 - A
g:-_Aq Yi Yi Akt kt g-1
koe €90

En consecuencia, el consumo, el capital y el
producto crecen (0 decrecen) exactamente a la
misma tasa (?-A)/(?-1). Si A>? la produccién
crece, mientras que si A<? la produccién

e disminuye debido a que ?<1. Cuando todos los

R A T Tt e F i sectores crecen (o decrecen) a la misma tasa se
' o T dice que el crecimiento en la economia es
balanceado. En las figuras 6 (a) y (c) se muestra el
comportamiento del consumo y del capital, res-
pectivamente cuando A>?. Asimismo, las figuras
6(b) y (d) muestran el comportamiento del consumo

y del capi tal, respectivamente cuando A< ?
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Figura 6

Funcién de utilidad exponencial i

Suponga ahora que la funcion de utilidad para el
problema (2) se encuentra con la siguiente forma

Dondek, y ¢, se definen como en el modelo an-
terior. El Hamiltoniano asociado a este problema
se define como:

1-

q
1
H(kt,ct,lt)=°t:L

-q

+1 (Ake - @)

donde ?t es la vari able de coestado. A partir de la
condicién (4) se sigue que

I‘t :| t( 'A)
Por lo tanto,
r- A}

I =l e

La condicion (3) con duce a

1

1/q
I

CtZ

Si se sustituye ?,enlaecuacionan terior, se sigue que

_rq

G =| bllqe?q 2

Ahora bien, como ¢= Ak;— kt, se tiene que

ce ™ =Ak e - ke

t
Si se integra la expresidn an te rior se obtiene

\¥

O ke

-At

pce " dt=yAke Vd- )

Observe que la integracion por partes del
primer sumando del lado derecho de la ecuacién

anteriorproduce

O Ace Fdt=ko +y ke Mt

(@)

O Akee” M- ¢y ke Mdt=ko

Por lo tanto, de la ecuacion (8), se tiene que
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De esta manera,

1 ..
\¥ - At e 0
= c.e Tdt=I q;;;ll;;ﬁz
S °§-A(1-q)¢
En consecuencia,

i Al-q)
"

0
qa @

Por lo tanto, la trayectoria éptima de consumo
satisface

-\.._\_\_‘- e T }
m ‘“‘“x._h__h__fx“ o=
0o

Figura 7

(1 TRERS

C[ _kO g g

donde ¢, =k, [?-A(1-?))/ 7]. Ob serve en la figura 7
la trayectoria 6ptima del consumo como funcién

de la tasa ? y del producto mar ginal de cap i tal A

Por otro lado, se tiene que

A-r g
- Aa'w €q o
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En la figura 8 se observa la trayectoria 6ptima

del capital como funcién de la tasa ? y del
producto mar ginal de capital A.
Figura 8

Ahora bien, como

P

e [}

y s
kt:g¥&;1&t

e g g

Se tiene que la tasa de crecimiento del
consumo Yy la tasa de crecimiento del capital se

encuentran expresados respectivamente, de la
siguiente manera

A-r
q
A-r

KWF.DLQ
o]

Del mismo modo, como y,= Ak, se tiene que
yt= Ak. De donde se concluye que

&,:Akt:Ak‘:El:A_r
Yo Y Ak ki q

En consecuencia, el consumo, el capital y el
producto crecen (0 decrecen) exactamente a la
misma tasa [(A-?)/ ?].Si A>?, la produccion crece,
mientras que si A<? la produccion disminuye
debido a que ? >0. Cuando todos los sectores

FI-UNAM
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a 40 =] &l

o

Figura 9

crecen (o decrecen) a la misma tasa se dice que el
crecimiento en la economia es balanceado. En las
figuras 9(a) y (c) se muestra el comportamiento del
consumo y del capital respectivamente, cuando
A>?. Asimismo las figuras 9 (b) y (d) muestran el
comportamiento del consumo y del capital
respectivamente cuando A<?.

Funcidn de utilidad exponencial
negativa

Considere la siguiente ecuacion de utilidad para el
problema (2)

uc)=-e "
En el marco de la teoria de con trol 6ptimo,k es
la vari able de estado y ¢, es la variable de control.

El Hamiltoniano asociado a este problema se de-
fine como:

H(kt,Ctl t)z‘e_qC( +| [(Akt' Ct)

donde ?;es la vari able de coestado. La condicién
(3) conducea:

es decir

y al sustituir % en la ecuacion an te rior, se sigue que

In(@-1In(l ,)- (r - At
q

CI:

Ahora bien, como ¢, = Ak, —k, se tiene que
ce M =Ake M- ke ™

t

Si se integra la expresidn an te rior se obtiene

Opcee” dt =y Ake Mt
- ke Mdt 9)
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Observe que la integracién por partes del
primer sumando del lado derecho de la ecuacién

anteriorproduce

O A Mt =ko +y ke Mt
O Ace Mdt- (ke " dt=k,

De esta manera, de la ecuacion (9), se tiene que
Cp Ce” " dt =k,

De donde se sigue que

\ - 1,1n '1n| - ()
Ko :cﬁcte th:aé (q)A ( 0)- (rAZA)t:

En consecuencia,

- r-A
n@- Il o) =Adk, += =

Por lo tanto, la trayectoria Gptima de consumo
satisface

r - A

Adk, + -(r - At

Ct =

donde
I‘—Ag/q
o}

b :geAqko +

Ob serve en la figura 10 la trayectoria 6ptima del
consumo como funcién de la tasa ? y del producto

marginaldecapital A
Figura 10
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Por otro lado, se tiene que

r-A

|-O:

' geAqko+
t =Akt - Ct:Akt -G

r - At

q

&l .|. .|.

cuya solucién en términos del capital k; es

kOeA'(

BEnqk, +- 'AA-(r - Ag?

G
2 s
g !
%]

De donde, k= k,+((A-?) / A9t. En la figura 11
se observa la trayectoria 6ptima del capitalcomo
funcion de la tasa ? y del producto marginal de
capital A

At
-€

se concluye que, para este modelo, no es posible
que el crecimiento en la economia sea ba-
lanceado.

Figura 11

Conclusiones

Este trabajo desarrolld, dentro de un marco deter-

minista, un modelo de crecimiento econémico que
explica de forma enddgena los determinantes del

FI-UNAM
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mismo. Este problema considera aspectos como,
consumo, produccién e inversion. Asimismo, el
modelo propuesto de scribe el comportamiento de
la dinamica de las trayectorias de consumo'y cap i-
tal de los agentes. En el planteamiento del pro-
blema se supuso que el producto mar ginal del ca-
pital se mantiene constante en el tiempo. Por ello,
se planted el problema de decision de un consu-
midor, que desea maximizar su utilidad por un bien
de consumo perecedero, como un problema de
con trol 6ptimo determinista en tiempo con tinuo.
Se revisaron distintas funciones de utilidad en las
gue se examinaron las decisiones 6ptimas del
consumidor utilizando subrutinas de MATLAB ©.
Un aspecto interesante de este problema es que
para los modelos con funciones de utilidad
logaritmica y exponencial se encontré que el
crecimiento en la economia es balanceado, debido
a que el consumo, el capital y el producto
evolucionan exactamente a la misma tasa. En
cambio, para el modelo con una funcién de
utilidad exponencial negativa se concluye que no
es posible que el crecimiento en la economia sea
balanceado.
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