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Resumen: En este articulo se hace una reflexién, a
partir de las respuestas de los estudiantes a un proble-
ma de regresidn lineal, sobre la importancia de desta-
car el aspecto estadistico en el disefio de la ensefianza
de los temas de la materia. En particular se describen
las ensefianzas que nos arroja analizar las respuestas
de los estudiantes al problema: su creencia de que el
problema es de cdlculo y determinista; el papel de los
recursos graficos y la sub-utilizacién de los datos. Se
concluye enfatizando la necesidad de ver a los proble-
mas de estadistica ubicados en situaciones de incerti-
dumbre y no como problemas de cdlculo.
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Abstract: This article is a reflection, from the student
responses to a problem of linear regression, on the impor-
tance of highlighting the statistical aspect in the design of
the teaching of the subject topics. In particular the lessons
we analyze throws student responses to the problem are
described: his belief that the problem is calculation and
deterministic; the role of graphics resources and the unde-
rutilization of data. It concludes by emphasizing the need
to see the problems of statistics located under uncertainty
rather than calculation problems.

Keywords: linear regression, reasoning, learning, uncer-
tainty.

La segunda Unidad de la asignatura de Estadistica y Probabilidad | del Colegio de
Ciencias y Humanidades (ccH) se llama “Datos Bivariados” e incluye la regresién

lineal y la correlacion. Estos temas forman parte de casi cualquier programa de
estudios de Probabilidad y Estadistica de Bachillerato. Por otro lado, en la vida

diaria y profesional las personas deben entender y tomar decisiones ante proble-

mas relacionados con regresidn y correlacién; por ejemplo, frecuentemente se

presentan preguntas como las siguientes: jel poder adquisitivo de la gente es la
causa de la disminucidn en las ventas de una compafiia’, jlas bajas calificaciones de
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un estudiante en un examen son el resultado de pocas horas
dedicadas al estudio?, ;de qué forma se relaciona el tratamien-
to médico suministrado a un grupo de pacientes, con su re-
cuperacion de cierto padecimiento? o jexiste relacién entre la
estatura de los hijos y la de los padres?; esta Ultima pregunta
representa un problema que histéricamente dio origen a la
idea de regresion (Gea, 2013: 5). El estudio de los temas de
regresién y correlacion debe ayudar a entender y responder
este tipo de preguntas, como lo plantea Crocker (1981: 272):
“Conocer si los sucesos se relacionan y, con qué intensidad lo
hacen, facilita a las personas explicar el pasado, controlar el
presente v predecir el futuro”.

Desde hace tiempo algunos estudios (Estepa y Batanero,
1996: 36; Batanero, Estepa y Godino, 1997: 194) han mostrado
que los estudiantes se dejan llevar por sesgos o concepciones
erréneas ante problemas de asociacidn estadistica, dichos au-
tores mencionan las siguientes: a) Concepcion determinista de
la correlacion, b) Concepcidn local de la correlacion, ¢) Con-
cepcién unidireccional y d) Concepcidn causal; es de esperar
que los alumnos de bachillerato eventualmente caigan en erro-
res derivados de ellas. Por lo anterior, es importante que los
profesores busquen formas alternativas de disefiar actividades
con el fin de mejorar los procesos ensefianza-aprendizaje de
sus estudiantes; pero para que esto sea posible de manera
efectiva, es importante que conozcan mds cdmo razonan es-
pontdneamente frente a problemas de correlacidn y regresién.
En este articulo informamos y reflexionamos acerca de los re-

s Lo otografia: Archivo Histérico Fotogrdfico del
sultados de un estudio cuyo objetivo era explorar el razona- Colegio de Ciencias /M.

e

miento de los estudiantes frente a un problema de regresion.
La regresion

En el andlisis de regresion se estudia la posible relacidn entre una variable de-
pendiente y otra u otras variables independientes, relacién que se representa
mediante un modelo matematico llamado la ecuacidn de regresién. Cuando esta
ecuacion es lineal respecto a un conjunto de pardmetros se habla de regresién
lineal. Por otro lado, la correlacion es una medida de la intensidad de la relacion
entre dos variables la cual se expresa con un ndmero llamado el coeficiente de
correlacién. Las relaciones precisas entre variables estadisticas generalmente son
desconocidas y sdlo se pueden estimar a partir de conjuntos de datos.

El problema

Una aplicaciéon de un modelo de regresién es predecir aproximadamente el valor
de una variable cuando se conoce el valor que toma la otra variable. Un problema
de prediccidn accesible para los estudiantes es el siguiente (adaptado de Moore,
1998:106-107):




73

El consumo de gas: La familia Morales estd a punto de instalar paneles solares en su casa para reducir el gasto en la cale-
faccién. Para conocer mejor el ahorro que puede significar la instalacién de dichos paneles, los Morales han ido registrando
su consumo de gas durante el dltimo afio y medio. En la tabla se muestran los datos con el promedio del consumo de gas

y de la temperatura media ambiental de cada mes:

Mes Nov Dic Ene Feb Mar Abr May Jun Jun
Temperatura (°C) 5.2 9.8 -54 0.2 4.1 [.3 16.3 18.5 18.5
Gas (m3) 17.6 30.5 24.9 2| 14.8 1.2 4.8 34 34
Mes Ago Sep Oct | Nov Dic Ene Feb Mar Abr
Temperatura (°C) 18 15.2 [1.8 1.8 0.7 -104 1.8 7.1 10.7
Gas (m3) 34 59 8.7 17.9 20.2 30.8 19.3 6.3 10.7

SegUn los datos mostrados en la tabla, responde:

Si la temperatura media registrada en un mes es de 8 °C ;Cuadl es el consumo de gas esperado por la familia Morales en

dicho mes? (Situacién la)

La familia registré un consumo de gas de 23 m3 en otro mes, jcudl fue la temperatura media ambiental de ese mes?

(Situacién 1b)

La solucién formal de este problema consiste en encontrar la recta de regresién
Yy = mx + b y entonces para resolver el inciso “a, sustituir x = 8 en la ecuacidn
y encontrar el valor de y. En cambio, dado un valor de y = 23 (inciso b) encon-
trar el valor de x no se obtiene simplemente sustituyendo, porque la relacién no
es necesariamente invertible (la temperatura es una causa de consumo de gas,
pero el consumo de gas no lo es de la temperatura) (ver pormenores en Moore,
1998: 142). No obstante, asumiremos que es posible deducir una aproximacion, a
manera de indicador, simplemente encontrando el valor de x correspondiente a
ese valor de y. Concretamente, el modelo de regresion lineal obtenido, es decir,
la recta de regresién de los datos del problema, que se obtuvo con ayuda del
software dindmico Fathom, es: G = -0.938T + 20.7. Entonces para el inciso “a”
se tiene: G m3 y para el inciso "b": T' de donde al despejar la temperatura: T =
-2.45° C. Entonces si la temperatura media del mes es de 8°C habra un consumo
aproximado de 13.19 m? de gas. Cuando hay un consumo de 23 m® se puede
conjeturar que bajo ciertas condiciones es probable que la temperatura fuera muy
baja, -2.45°C es sélo un indicador.

Los profesores sabemos la gran dificultad que representa la realizacién, por
parte de los estudiantes, del anterior procedimiento y ubicamos, con buenas ra-
zones, que el ndcleo de las dificultades es el cdlculo de la recta de regresion. Es
claro que cada profesor piensa y ensaya formas diferentes de hacer menos dificil
para el estudiante el aprendizaje de los temas de asociacidn estadistica. En nues-
tra opinidn, la mayoria de esos intentos, que por supuesto son parte esencial de
las actividades del profesor, carecen de hipétesis acerca de cdmo razonarian los
estudiantes acerca de la situacion y como utilizarfan los datos para dar una res-
puesta si simplemente se enfrentan a ella sin ninguna ensefianza previa especifica
sobre el tema. A muchos profesores les sorprende la pregunta ;Cémo razonarian



sus estudiantes si simplemente se les formula el problema sin
ninguna ensefianza previal. Muy probablemente la respuesta
de cualquier profesor seria que los estudiantes no sabran re-
solver el problema correctamente. No obstante, un enfoque
constructivista de la ensefianza de las matemdticas considera
que para que el profesor pueda disefiar la instruccidn de algin
tema de manera productiva, debe saber cémo razonarian sus
estudiantes ante los problemas con los recursos que hasta ese
momento han adquirido; éstos incluyen conocimientos espe-
cificos, pero también habilidades de razonamiento y actitudes
ante los problemas y la materia. Los estudiantes del nivel ya
han acumulado herramientas que deben estar en la base de
los nuevos procedimientos que van a aprender y conviene sa-
ber de qué manera afloran cuando se enfrentan a los proble-
mas. En resumen, la pregunta que debemos formular es ;qué
podemos aprender los profesores de los estudiantes?

Los autores nos hicimos la pregunta: ;Cémo razonan los
estudiantes frente al problema de prediccién del consumo de
gas sin que ellos hayan estudiado antes el tema de regresién
lineal?. Por ejemplo, nos preguntamos si los estudiantes recu-
rren a la idea de dibujar la nube de puntos y ver la tendencia
de los datos. Si esto fuera asi, constatarfamos que la gréfica es
una herramienta a la mano para los estudiantes. En caso de

que no utilicen este recurso espontdneamente, si se les sugie-
re su uso jpodrian avanzar en el problema? y de ser asi ;hasta
ddnde? Las respuestas a estas preguntas podrian ayudar en el

proceso de ensefianza-aprendizaje.

Fotograffa: Archivo Histdrico Fotografico del
. legio de Ciencias y Humanidades,
. S.Cl1,2013

Se llevd a cabo una investigacién que consistid
en aplicar el problema del gas a dos grupos de
Bachillerato: uno con 31 estudiantes de la escuela
publica catis, no. 204 en el estado de Michoacan y
otro con 40 alumnos del ccH, plantel Vallejo en la
Ciudad de México. Los estudiantes cursaban 5°y
6° semestre, respectivamente.

La aplicacion se hizo en dos momentos (dos
sesiones de 2 horas cada una); en el primero, se
les proporciond el problema del consumo de gas
(como se presentd arriba) y se pidid que lo resol-
vieran echando mano de los recursos que creye-
ran conveniente; en el segundo momento, se les
sugirid que trazaran la nube de puntos y ahora,
con base en la grafica, volvieran a responder las
preguntas de los incisos “a” y “b".



Resultados

Expondremos brevemente los patrones generales de respuestas de los estudian-
tes sin describir de manera particular cada una de ellas. En el primer momento,
ningun estudiante intentd graficar la nube de puntos para dar una respuesta. La
casi totalidad de los estudiantes realizaron operaciones aritméticas (en el grupo
del cgTIS se ubicaron 81.8% de respuestas y para el grupo del ccH un 82.5% en la
situacidn vy con respecto a la situacion b, se tiene un 89.5% en el cemis y 81.1%
en el ccH) para encontrar el valor pedido o bien respondieron verbalmente, pero
de manera equivocada. Un hecho relevante es que, salvo dos excepciones, los
estudiantes no involucraron en sus cdlculos la totalidad de los datos. La mayoria de
los procedimientos consistieron en elegir una pareja de datos para formar junto
con el dato dado (8 en el inciso “a", y 23 en el inciso “b") un conjunto de 3 datos
y entonces formular y resolver una proporcién o regla de tres.

En el segundo momento, la totalidad de los estudiantes no tuvo problemas en
trazar la nube de puntos. A pesar de esto, muchos volvieron a presentar en sus
respuestas rasgos similares a las del primer momento, es decir, eligen una pareja
y junto con el dato dado forman una terna de ndmeros con los que forman una
proporcién. Hubo, sin embargo, una clase nueva de respuestas en las que se pone
en evidencia que algunos estudiantes (18.2% en el ceTis y 17.5% en el ccH para la
situacion lay 10.5% en el ceTIs y 18.9% en el ccH para la situacion Ib) ven en la gra-
fica el sentido de la relacidn, dicen por ejemplo “entre mds calor menos consumo
de gas”. Esta relacién no necesariamente la descubren los estudiantes mediante la
gréfica, pero ninguno la formuld en el primer momento, sino sélo se presentaron

casos en el segundo momento.

;Qué podemos aprender de las respuestas de los estudiantes! Las respuestas
obtenidas propician varias reflexiones que pueden ayudar a disefiar mejor las
actividades de ensefianza. Hemos destacado los siguientes puntos:

* Los estudiantes ven al problema de regresién como de proporcionalidad o, mds en general,

como problema de calculo (incluso algunos profesores lo piensan asf).

* La gréfica abre un poco las posibilidades de acercarse al problema propiciando que se for-

mule en algunos casos la asociacidn general entre las variables.
* Los estudiantes tienen la dificultad de imaginar procedimientos que utilicen todos los datos.

A partir de que las respuestas de los estudiantes muestran que utilizan proce-
dimientos de proporcionalidad para encontrar la solucidn del problema se puede
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deducir que ellos creen que es un problema sdlo de cdlculo y, por lo tanto, que la respuesta estd deter-
minada y es Unica. Debe tenerse en cuenta que esta idea permaneceria en el estudiante, aunque supiera
calcular la recta de regresién. Esto nos permite formular una pregunta vy una reflexion; la primera es
;cémo se debe entender el problema desde un punto de vista estadistico?; la segunda, consiste en revisar
la creencia generalizada de que la dificultad del problema para los estudiantes se reduce a saber calcular
la recta de regresién.

Con relacién a la pregunta diremos que se debe tener en cuenta que cual-
quier resultado estadistico mantiene incertidumbre y, en consecuencia, no hay
soluciones determinadas y Unicas. El contexto del gasto de gas en relacién con
la temperatura se presta para desarrollar esta idea. El consumo de gas de una
familia, en particular de los Morales, es influida por la temperatura, pero no
tiene por qué estar determinada por ella; hay consumo de gas por otras cir-
cunstancias contingentes que no dependen de la temperatura, por ejemplo, al
usar el horno para cocinar un pastel por el cumpleafios de un miembro de la
familia. También puede haber ahorro de gas cuando la familia o algunos de sus
miembros salen de vacaciones y no estdn en la casa por varios dias. De esta
manera se debe entender que la temperatura de 8°C no determina del todo
cuanto gas se va a consumir; de manera andloga, que se hayan consumido 23 m?
de gas no determina del todo la temperatura (Una fuga de gas no implica nada
acerca de la temperatura). No obstante, uno de los factores que mas influye en
el consumo de gas es la temperatura, pues si hace mucho frio se utiliza més el
agua caliente y se utilizan calentadores de gas; esto lo indican los datos dados.
Se puede pensar que en condiciones ideales hay una relacion afin entre Gasto
de gas (G) y Temperatura (), es decir, de la forma: G, = aT; + b; pero debido a
las contingencias que en gran medida se deben al azar la ecuacidn anterior se

transforma en: G, = a1 + b + e, donde e, es un valor aleatorio que se deno-

mina “error”. Este error suele variar de manera normal alrededor del cero, por
lo que la siguiente representacién ofrece una idea de cdmo debiera pensarse la
relacidn entre las dos variables perturbada por errores.
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Ahora nos preguntamos: ;Lo mas dificil para los estudiantes es calcular la recta
de regresién o entender el sentido del problema? Si el célculo de la recta de re-
gresion fuera la esencia del problema, la solucidn serfa ensefiar a los estudiantes
el uso de una calculadora graficadora o un software estadistico, los cuales tienen
la funcidn de calcular la recta de regresion de un conjunto de datos. Al creer que
lo sustancial de un problema como el anterior es encontrar la recta de regresion
estamos suponiendo que la discusion conceptual detrds de ésta es transparente
para los estudiantes. Si asf fuera, el tipo de respuestas que habrfamos recogido
serfan consideraciones como “no se puede saber con exactitud por...", o se hu-
bieran calculado aproximaciones mas plausibles, como la de elegir dos puntos
alrededor del punto 8 y calcular el otro valor mediante interpolacién (lo mismo
para 23). Los resultados nos llevan a pensar que las verdaderas dificultades son
conceptuales y no de cdlculo; aunque ciertamente éstos no sean faciles.

Los datos también nos revelan que para los estudiantes dibujar la nube de puntos para ver la tendencia
de los datos no es un recurso que utilicen espontdneamente. No consideran que puedan avanzar en la
solucién del problema realizando la gréfica de los puntos. Probablemente, la utilizacién de la nube de
puntos es frenada o inhibida por la creencia de que el problema se debe resolver mediante un calculo.
Fue necesario sugerir a los estudiantes que hicieran la gréfica, y dado que todos pudieron elaborarla,
concluimos que contaban con este recurso. Una vez que trazaron la nube de puntos, algunos estudiantes
percibieron cualitativamente la relacién general de las variables “a menor temperatura, mayor gasto de
gas”. Pero ninguno asocié un procedimiento aritmético o algebraico que le permitiera hallar un valor
utilizando esa relacion general.

Como se ha indicado la mayorfa de estudiantes que utilizaron métodos aritméticos eligieron un dato
bivariado y con el 8 (o el 23) realizaron una proporcién. Conviene enunciar una dificultad que se refleja
en lo anterior: la inhabilidad de estos estudiantes para utilizar todos los datos. En el enunciado se dan
|2 datos bivariados, ;por qué creen que para resolverlo sélo deben utilizar uno? La razén puede ser su
creencia de que el valor debe encontrarse mediante una regla de tres. Hay, sin embargo, respuestas de
algunos estudiantes donde utilizaron todos los datos; consisten en obtener la media aritmética de los va-
lores de la variable “gasto de gas” y la media aritmética de los valores de la variable “Temperatura”. Con
estos datos, junto con el 8 o el 23 se formula una proporcidn. Este procedimiento también es incorrecto,
pero refleja un rasgo estadistico mas avanzado al considerar las medias aritméticas de los valores de las
variables y, con ello, incluir todos los datos en la propuesta de solucidn.

Conclusiones y Propuesta

Quizd el obstdculo mds importante para darle sentido a los problemas de regre-
sidn, como el explorado en este trabajo, es verlos como situaciones de incertidum-
bre, es decir, que entre la multiplicidad de causas (el aumento o disminucién de
habitantes de la casa, el costo del combustible, cambio en los hdbitos de consumo,
etcétera) que producen un efecto, una de ellas es la predominante (temperatura
media ambiental) y produce una tendencia, pero no lo hace de manera determi-
nista porque las otras causas producen ligeras desviaciones. Entender y resolver




los problemas en Estadistica no es sinénimo de saber el procedimiento de cdlculo
para obtener una respuesta, sino de saber reflexionar sobre la situacion en juego,
manipular los datos con un objetivo preciso e interpretar los resultados teniendo
en cuenta la incertidumbre. Para optimizar el proceso ensefianza-aprendizaje de
los temas de estadistica, el profesor ademds de tener en cuenta lo anterior, debe
explorar el pensamiento de sus estudiantes; pues partiendo de este conocimiento
serd capaz de proponerles formas adecuadas para transitar a niveles més altos de
razonamiento estadistico.

Finalmente, los autores proponemos como puntos relevantes para el disefio
de actividades de ensefianza: |) Fomentar el trazado y uso de representaciones
gréficas (diagramas de dispersion), se recomienda el uso de softwares y simula-
dores dindmicos; 2) Reconocer la importancia de las respuestas informales de los
estudiantes; y 3) Considerar la presencia de conceptos clave como incertidumbre,
variacion y error en el disefio, por encima de los procedimientos de célculo.
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