CIENCIAS

e

El que parte y reparte se
queda con la mejor parte...

n cualquier socicdad es una

priactica muy normal ¢l tener

que compartir ciertas cosas.

ks muy deseable que la for-
ma €n que S¢ reparien las cosas seca
considerada justa para las personas in-
volucradas.

Una forma de hacer repartos es de
manera autoritaria, ¢n la cual un indivi-
duo imparcial o un equipo 0 una agen-
cia asigna la partc que corresponde a
cada individuo. Por ¢jemplo una Comi-
sion de la Federacion Internacional de
Futbol Asociacion, decide cudntos equi-
pos representardn a cada zona en ¢l
campeonato mundial de futbol (CONCA-
CAF esld representada por dos, Africa,
dos, América del Sur, 3, ec1c.). Otro
¢cjemplo seria ¢l hecho de que para
efecto de satélites ¢l cielo se reparte
entre los paises de la siguiente mancra:
la porcidn de ciclo le perienece al pais
que puso en drbita primero a un satéli-
e €n ¢5a posicion.

Otra forma de hacer un reparlo, ¢s
hacer que intervengan las partes afecta-
das de mancra activa, decidiendo como
hacer ¢l reparto. 5S¢ trata de encontrar
un método que haga que cada una de
las personas esi€é de acuerdo on que ¢s
justo lo que obtuvo en ¢l reparto. I:s
este tipo de enfoque ¢l que nos va a
interesar aqui. Empezaremos con ¢l -
pico problema de repartir un pastel.

Este problema interesd a los mate-
maticos a principios de este siglo. En
1948 ¢l matemdtico polaco Hugo Stein-
haus escribid ¢n uno de sus apunies:

Carlos Bosch: Instituto Tecnoldgico Autdno-
ma die México,

“Al haber cncontrado una solucion pa-
ra ¢l problema del reparto del pastel
entre tres personas, les propuse la ge-
neralizacion a mis compafieros B.
Knaster y 5. Banach.” Los tres [ucron
matematicos de excelente reputacion
intemacional,

Poco después Steinhaus escribid la so-
lucitn que Knaster y Banach encontraron
para ¢l reparto entre o personas y en cl
mismo articulo ¢scribid un método de la
distribucion de herencias del que tambign
hablaremos posicniormente.

El problema de los repartos tienc
distintos aspectos y formas. El matema-
tico inglés DR, Woodall v ¢l amenca-

no W. Stromquist, han probado que cl
pastel puede ser repartido entre perso-
nas, de tal forma que cada persona
preficre su propio trozo sobre cual-
quier otro. Es decir que cada persona
cree tener la mejor parte, cree que no
hay otra persona que tenga mds que €L
Desafortunadamente esta prucba no in-
cluye un algoritmo que indigue como
obtener los pedazos, solo €5 una prue-
ba de existencia.

El matematico americano T, Mill ha
probado que si m paises ticnen frontera
con un pedazo de territorio en disputa,
s¢ puede dividir éste en n pedazos, de
tal manera que a cada pais se le puede
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dar una parte que liene frontera con su
pals y que considera al menos 1/n del
territorio en disputa. Adn quedan mu-
chos problemas de repartos por ser re-
suclios.

Algunos repartos
Dos personas

Supongamos que dos personas tienen
que compartir un pasicl. Todos conoce-
mos un método con el cudl ambos que-
dardn satisfechos. Es ¢l de que una de
ellas corte el pastel de manera que
crea que lo ha dividido en dos partes
iguales y que sea la otra persona la que
elija el pedazo que quiere.

La persona que elije ¢std contenta,
pues de los dos pedazos ha optado por
¢l mayor, asi que ticne al menos la mi-
tad del pastel y la otra persona al ha-
ber cortado el pastel lo ha hecho de la
manera mas exacta posible ya que sabe
que €1 no elije primero asi que el peda-
Z0 Teslante es exactamente un medio
respecto a su criterio.

Antes de continuar hagamos claras
algunas de las premisas que cslamos
suponiendo para resolver este pro-
blema.

a. Para poder pensar en un reparto
que a todas las personas involucradas
les parczca justo, debe considerarse la
opinion de cada persona, que por cier-

to puede diferir de una a otra. Para re-
partir algo de manera “justa™ cada per-
sona dehe obtener una parte que clla
considere justa.

b. Cada persona tiene la capacidad
de dividir un objelo en n parles que
ella considera iguales.

¢. 51 un objeto ¢s dividido cn partes,
cada persona pucde dar un valor frac-
cional (real) a esos pedazos, de mancra
que al sumar todas esas [racciones
(reales) se obtiene uno.

d. El valor que una persona le da a
un pedazo, puede involucrar algo mas
que ¢l simple 1amafio del pedazo.

Estas son algunas suposicioncs que
nos permitirdn atacar mejor nucsiro
problema. Ellas jucgan ¢l mismo papel
que los axiomas cn geomelria.

Tres personas
Método 1. El cuchiflo movedizo

Ll siguiente método produce un repar-
1o justo de un (pedazo de) pastel entre
tres personas.

Supongamos gqu¢ un cuchillo sc
mueve continua y lentamente sobre ¢l
pastel. Cualquiera de las tres personas
involucradas puede decir “corta™ y en
¢s¢ instante ¢l cuchillo cortard ¢l pas-
tel, adjudicindose la parte cortada a la
persona que dijo “corta”. Este méodo
garantiza que cada persona recibird la
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parte del pasicl que considera jusia a
SU JUICiO.

Esta es tal vez la solucion mds sen-
cilla del problema. Sin embargo hay
otras soluciones que también nos dan
un algoritmo.  Veamos otra manera

| justa de repartir un pastel entre tres

PErsonas.

Método 2

Por facilidad llamaremos a las tres per-
sonas Sofia, Pablo y Claudia. El algorit-
mo es el siguiente:

1. Sofia corta ¢l pastel en dos partes
que piensa son mitades.

2. Pablo clije y Sofia se queda con
la otra mitad.

3. Ambos, Pablo y Sofia dividen sus
pedazos respectivos en (res pariles que
consideran iguales.

4. Claudia ¢lije una icreera parte de
cada uno.

5. Pablo v Soffa s¢ quedan con lo
restante.

Este e5 un algontmo muy elegante
para repartir ¢l pastel entre tres perso-
nas de manera que todas queden satis-
fechas pensando que obtuvicron al me-
nos una tercera parte del pastel.

Veamos gque ¢so ¢s ¢n electo cierto,
que lanto Pablo, Soffa como Claudia
esldn conlentos ¢on su parte.

Solia oblicne cxactamente 2/3 dc
1/2 segin su criterio que ¢s 1/3.

Pablo obtiene 2/3 de al menos 172 a
su juicio, asi que se queda con al me-
nos 1/3.

Ahora viene ¢l caso de Claudia de
quien no sabemos qué piense del pri-
mer corte que hizo Sofia. Si picnsa que
¢l corte no da mitades sino que un pe-
dazo es a y ¢l otro 1- a entonces oblic-
nc al menos

/3 + 1/3(l-a) = 13 -1/%a = 1/3

SCgun su Ccriterio. Si cree que ¢l corte
dio mitades tiene al menos 1/3 del
pastel.

Método 3

Veamos una posibilidad méas:

l. Sofia corta el pastel en tres peda-
705 Que 50N exaclamente 1Crcios segun
su Criterio.

2. Pablo y Claudia deciden si esa di-
visiin €3 justa o no y tabulan los peda-
705 que aceplarian o no. Por ejemplo
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Pedoze Pedozo Pedozo
1 2 3
Sofio si si si
Pablo sl no no
Cloudia s sf no

Tenemos ahora dos casos; una “ma-
triz" como la anterior hace que los tres
pedazos se puedan asignar a cada per-
sona, en cuyo caso Soffa toma ¢l peda-
z0 3 Pablo el 1 y Claudia el 2.

La otra posibilidad ¢s tener una ma-
triz en la que Pablo y Claudia sdlo
accplan tomar un pedazo y &sle sea cl
mismo, por ¢jemplo

Pedozo Pedozo Pedozo

1 2 3
Sofia 5i i si
Pablo no no si
Claudio no no si

En este caso asignemos a Soflia el
pedazo 1. Pablo y Claudia piensan que
¢l pedazo 2 y el 3 son méds de /3 del
pasicl, ya que ninguno quicre tomar cl
pedazo 1. Ahora nos queda por repar-
tir los pedazos 2 y 3 entre Pablo y
Claudia, para lo cual le pediremos a
uno de ellos que corte los pedazos en
mitades y al otro que escoja.

I:s claro que con este método todos
creerdn que han obtenido al menos 13
del pastel.

Observe que al usar este método no
hay mis de cinco cortes y sin embargo
cn ¢l mélodo antenor sC usaron ¢xacla-
menle Cinco Cories.

Por supuesto gue exislen olros meé-
todos, pero esios tres son sulicienies
para nucstro proposilos,

Fxtensicn a n personas

Bl métado I se puede extender [acil-
mente a cuatro personas pidiendo que
la persona que s¢ quicre adjudicar una
parte avise cuando considere que ticne
una n-ésima parte del pastel.

El métedo 2 también s¢ pucde cx-
tender. Veamos como s¢ extiende a 4
personas. A corta en mitades, B clije
un pedazo. A v B parien sus pedazos
en 3 partes v C toma un pedazo de Ay
otro de B, Asi que A, B y C tienen se-
guan su criterio al menos 173 del pastel.
Ahora cada quien corta sus dos peda-
705 ¢n 4 partes cada uno, ¢s decir que

s¢ obticne 6 x 4 = 24 pedazos. D elije
dos pedazos de cada upa de las partes
de A, B y C, asf que cada guien tiene 6
partes. A, B v C tienen ahora 6/8 de al
menos 13, es decir 68 x 13 = 28 =
1/4, A, B y C ticnen scgin su crilerio
al menos 1/4 del pastel. No es dilicil
argumentar que D 1ambién tiene al
menos 14 del pastel.

Ll método 3 también s¢ pucde cx-
lcnder y para ¢slo exhibiremos Gnica-
mente un ejemplo:

Partie 1 Porte 2 Porte 3 Porte 4

-

A si si si sl
B si no no
C no no no
o si no no no

Demos la parte 4 (0 la 3) a A y que
B, Cy [ procedan como en ¢l método
3 para tres personas con las parles so-
brantes. () bien demos la parte 4 a Ay

I

la2abyqueCyD)se repartan las
partes 1 y 3.

Estos tipos de repartos también se
aplican a otro tipo de objetos, ademds
de los pasteles. Sin embargo los coches
y las casas son considerados indivisi-
bles. Los métodos usados para dividir
¢l pastel, usvalmentie no se pueden
usar para objctes indivisibles iNccesita-
mos nucvas idcas!

Reparto de herencias

Lo méds usual en este tipo de siluacio-
nes €5 que la gente se pelee. Otra posi-
bilidad ¢s que nombren a un asesor ex-
terno que valde y venda los bienes y
lucgo reparta ¢l dinero entre los here-
deros. Sin embargo hay otras posibili-
dades y en algunos casos cada heredero
pensard que obluvo segun su crilerio
mas de una n-ésima parie si el reparto
s¢ hace entre n personas.

Un méiodo para hacer reparntos de
bienes 1o ilustraremos en ¢l ejemplo si-
guiente. En este métedo cada persona
indica el valor que cree que liene cada
cosa ¢n un papel sin que los demas sc-
pan. La persona que evalic mas alio
un bien se quedard con €l. Asi que el
valor total de la herencia estard deter-
minado por la suma de las evaluaciones
de cada persona y podrd ser diferente,
dependiendo de cada una. Un reparto
jusio deberd de hacerse con el avaldo
total de cada persona.

Ejemplo. Supongamos que Alfredo,
l34rbara y Carmelo se estdn reparticn-
do un piano, un coche, un barco, un -
rreno y una suma de 60 millones de
pesos. Recordemos que la persona que
valde mds alto alguna de las cosas se
quedard con ella. Luego se hardn ajus-
tes con ¢l dinero liquido para que cada
persona obtenga a su juicio una parie
justa de la herencia.

Supongamos que las cvaluaciones
las hicieron de acuerdo con la tabla 1.

Observamos que cada persona reci-
be un poco mds de 5 173 millones de o
que clla considera ser 1/3 del total. Asl
que cada uno recibe mds de lo que es-
peraba desde su punto de vista.

5ioentre los bicnes no s¢ encucnira
una suma grande de dincro, entonces
s¢ pucde proceder bisicamente de ma-
nera similar y las personas a las que sc
les asignen objetos por méds de su par-
te, deberin pagar en efectivo la parte
excedente.
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Por supuesto que este método tam-
bi¢n funciona para ¢l caso en que los
herederos no ticnen todos ¢l mismo
porcentaje de la herencia.

Es evidente que este método sc
pucde falsear y uno de los problemas
que ticne es el de que alguna de las
personas vea las evaluaciones de otra,
0 bien que dos de cllas se pongan de
acucrdo, de modo gue la suma de sus
evaluaciones sea muy grande compara-
do con la de las otras personas involu-
cradas, con lo cual ¢llas recibirdn mas vy
las olras personas menos.

Un poco més sobre repartos desde
¢l punto de vista matemdtico

Hagamos aqui un poco de abstraccidn
y denotemos por X a lo que se va a re-
partir, por ¢jemplo ¢l pastel, y por
Py, ..., Pn, a 128 n personas que partici-
pan ¢n ¢l reparto, El problema consiste
en enconirar una particion X tal que
X=X U XU ..U Xq de tal forma
que la persona Py recibe la porcidn X y
que Pi piense que recibié una parte
justa para1 = I, ..., n.

Como siempre la pregunta de gué
€5 Justo s importante de resobver, sin
embargo esto ¢s muy preciso al hacerlo
desde el punto de vista matemdtico.

supongamos que cada persona Py
determina una funcion |, de tal mane-
ra que fi (Y) indica la fraccidn (real)
del pastel que se asigna a Y, segin el
criterio de la persona Py Asi que 0 <
(Y)<Ivsi Y1 U ..U Yy es una par-

ticion de X, s¢ tienc
f(Yi) + ..+ [[Yn) = |

Justo puede querer decir lo siguien-
te:

a. i(Xi) 2 lin para toda i. Es decir
que cada persona va a tener al menos
un cncavo del pasiel, scgun su pmpiu
Criterio.

b. fi(Xi) > 1/n para toda i; cada per-
sona piensa que obtendrd un pedazo
mayor de un encavo del pastel.

c. li(Xi) 2 §; (X;) para toda i, j. Cada
persona piensa que obtendrd una por-
cidn al menos tan grande como cual-
quier otra persona.

d. [i(Xj) = l/n para toda i, j. Cada
persona piensa que todas las porciones
son exactamente iguales.

Para resolver el problema a existen
varios algoritmos, Para b, si todas las
funciones fj son iguales es imposible. 5i
al menos dos funciones son diferentes
hay prucbhas de existencia para toda n.

Para el caso ¢ hay prucbas de exis-
tencia y solo para n £ 3 se conocen al-
EOTIIMOS.

Para 4 hay pruebas de existencia pa-
ra toda a.

Para ¢l caso a lenemos un método que
incluso s¢ extiende para n personas, el
método 2 de la seecion de algunos repar-
s, 5i el algoritmo se extiende para n
personas s¢ obtienen nf (n factorial) pe-
dazos, Io cual es muchisimo.

En 1948 Hugo Steinhaus, después
de que 5. Banach y B. Knaster plantea-

Tabla 1.

A B C
Piano 18 15 15.5
Coche 26 15 20.5
‘Barco 40 38 43
Terreno 60 b4 50
Dinero 60 60 60
Suma de los evaluaciones 204 192 189
Reparto jusle 1/3 de lo sumo &8 64 63
Obietos osignados coche / piano terreno borco
Valor de los objetos 44 &4 43
'_Cﬂrnpiememu en dinero 24 343 20
‘Reparto preliminar 68 64 63
‘Reporto del dinero sobrante 51/3 51/3 51/3
Reparto final 73173 69 1/3 68 1/3
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ron una solucion general les indicd:
“Hay problemas matemdticos interesan-
tes st uno desea determinar el minimo
namero de corles para esla situacion.”

A ese respecto el menor ndmero de
pedazos que se conocen para resolver
¢l problema a, es

n{flog, n] + 1 }-2log, n+ 2.

Para terminar veamos un algoritmo
para ¢l caso ¢, con tres personas. [ste
algoritmo se debe a Sclfridge.

Primero, pidamos a Pp que corte X
en tercios, es decir

X=X1UX2UXsy
y fi(X1) = i(X2) = [(X3) =13

Scgundo, supongamos que P consi-
dera que



AX1) 2 fAXz2) 2 12(X3)

Asi que le pediremos a P2 que corte
¢l exceso B de X de tal mancra que

f2(X2) = X'y Xa= E U (X"1)

separemos ¢l pedazo L= por ¢l momen-
to (figura 1).

Tercero, pidamos a P3 que ¢lija un
pedazo X', X2 0 X3,

Si P elije X'y entonces demos Xz a
PryXsahPy

Si Pa elije X2 entonces demos X'y a
PryXsaly

Si Pa elije X3 entonces demos X') a
Py Xza Py

Observemos que con los pedazos
X1 X2 vy X3 todas las personas piensan
que no hay alguna que enga un peda-
20 mds grande que ¢l suyo.

Cuarto, numeremos ahora a las per-
sonas de la siguiente forma. El que
tenga X't serd A, Py serd B y la otra
persona serd C. Esto es para repartir el
pedazo E.

Quinto, pidamos a C que corne E en
tercio E = Ey U E2 v E3, de modo
que & (E1) = [ (E2) = & (E3). Pida-
mos a A que escoja primero, luego a B
y finalmente C s¢ quedard con el dGlti-
mo pedazo.

Analicemos ahora la situacién:

A piensa que todos tienen menos
que €l ya que elije primero.

B estd en una situacién similar, ya
que B hubiera dado incluso todo ¢l pe-
dazo E a A sin sentir que A tuviese
mids que €. Respecto a C, como B elije
su pedazo antes que C, también tendrd
al menos tanto como C.

C 1ambién estd contenlo ya que €l
fue quien cond el pedazo E.

Desde ¢l punto de vista matemdtico
queda mucho por investigar y cualquicr
avance serd bienvenido, sobre todo si este
¢s en ¢l sentido de encontrar algoritmos.

Conclusiones

Comienzan a hacerse modelos matemad-
ticos en las ciencias sociales con gran-
des resultados. No solamente sc estdn
dando nuevos puntos de vista de los
problemas sociales, sino que las mismas
matemdticas se estdn agrandando con
ello. La aplicacion de las matemdticas a
las ciencias sociales tardé, debido a que
tradicionalmente se las consideraba de
dificil cuantificacién. Sin embargo las
matemdticas s¢ aplican, cada vez més, a
distintas drcas, lo que las hace mas
atractivas, ya que se estd obteniendo
mucha informacién que ¢s accesible a
muchas mas personas, que lo que cran
las matemdticas mds tradicionales o las
dreas mds “puras”. Estas eran entendi-
das y apreciadas después de varios anos
de entrenamiento ¢n malematicas avan-
zadas. 5in embargo para cstar seguro
de que lodo funciona bien, siguen sicn-
do necesarias las prucbas mds técnicas

. ¥ conforme s¢ desarrollen las nuevas

dreas, ésias serdn cada vez més incvila-

. bles.

Por otra parte esto abre un gran pa-
norama para todas las carrcras relacio-
nadas con las matemdticas. Ya que son
carreras nuevas que requicren de una
preparacion distinta a las tradicionales
por ejemplo: ya en varias universidades

Figura 1.

no es ¢l cllculo diferencial ¢ integral ¢l
tema central de los cursos de matemd-
ticas. Es un momento importante para
recibir y ofrecer orientaciones diferen-
tes en matemdticas. S¢ ¢sld trabajando
en diferentes dreas donde se han en-
contrado muchos puntos en comdn. A
veces ¢l éxito se debe al uso de la com-
putadora, la cual hay que saber usar y
conocer sus posibilidades y limitacio-
nes. En conclusidén, se abre un gran
porvenir para los jovenes que quieren
estudiar algo relacionado con matemd-
ticas. ¥
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