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Una introduccion a autOmatas

RAUL RECHTMAN

celulares

08 autdmatas celulares son sis-

temas dindmicos discretos que

s¢ definen de una manera

sencilla y poseen una gran
complejidad, aparte de muchas otras
bondades. Nos inleresa presentar su
calidad de instrumento relativamente
sencillo para modelar sistemas comple-
Jos como gases fuera de equilibrio, fe-
rromagnelos, reacciones quimicas, sis-
lemas inmunolégicos, interaccidn entre
genes bioldgicos, y dcidos nucleicos.
Como veremos, un auldmata celular es
esencialmente una regla de evolucion
temporal sobre un conjunto discreto,
¢s decir, dado un punto de esle con-
junto, presentamos una regla que le
asocia otro puntio del conjunto. El es-
tudio de sislemas cuya construccion es
sencilla pero cuyo comportamiento re-
sulta extremadamente complicado ha
llevado a una nueva disciplina de estu-
dio llamada tcorfa de sistemas comple-
jos, en la cual los métodos compultacio-
nales juegan un papel central.
Partiendo de algunos ejemplos senci-
llos, queremos presentar una breve in-
troduccidn a esta disciplina.

Para definir un autdmata celular em-
pezamos un juego sencillo. Tomamos
una hoja de papel cuadriculado y en ¢l
primer renglén de arriba para abajo,
pintamos o marcamos el cuadrilo de en-
medio. Esta es la condicidn inicial del
juego cuya regla es la siguiente: pasa al
siguicnte rengldn y marca los cuadrilos
que estén inmediatamente abajo y a la
derecha o a la izquicrda de un cuadrito
ya marcado. El “0" de la regla debe en-
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Figura 1. Los primeros cuatro renglones del juego.

tenderse como una disyuncidn exclusiva:
a la derecha o la izquierda, pero no am-
bos. La misma regla se aplica a los si-
guicntes renglones succsivamente. La
primera dificuliad a la que nos enlren-
tamos es que ¢l primer cuadrito del se-
gundo renglén no ticne un cuadrito
arriba a la rquicrda y ¢l altimo cuadrilo
del mismo renglén no Liene un cuadrilo
arriba a la derecha. Una solucidn posi-
ble consiste en juntar los dos extremos
de la hoja para que quede como un ci-
lindro. Asi ¢l cuadrito arriba a la iz-
quierda del primer cuadrito del segundo
rengldn es ¢l dlimo cuadrito del primer
rengldn v ¢l cuadrito arriba a la derecha
del dltimo cuadrito del segundo renglon
es el primer cuadrito del primer ren-
glén. Esta solucion se conoce en la lite-
ralura respectiva como condiciones
periddicas a la frontera. En la figura
mostramos ¢l dibujo que se obliene al
aplicar la relga en los primeros cuatro
renglones.

Extendicndo un poco el lenguaje,
podemos decir que la condicidn inicial
ocurre en ¢l instante de tiempo =0, ¢l
primer rengldn en (=1 y asl succsiva-
mente. Si continuamos con el juego, no
muy divertido al principio pero tal vez
Gtil para presentar una introduccion a
los autdmatas celulares, vemos la apari-
cidn de un cierto orden sobre la hoja
cuadriculada. Por ejemplo, s contindan
rellenando renglones, encontrardn un
parecido entre el rengidn en 1=3 y =7,
pucs liencn una seccidn en la que se
alternan cuadrilos negros con blancos.
Con un poco de paciencia y perseve-
rancia empezardn a ver una estructura
de tridngulos dentro de otros tridngu-
los. Una alternativa para jugar el juego
es pedirle a una computadora gue lo
haga por nosotros. En la figura 2 mos-
tramos la evolucidn del juego desputs
de 256 generaciones. Con una lupa,
nos damos cuenta que el renglon en
t=31 y en =63 son parecidos a los
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Figura 2. La evolucin del juego de s = 0at = 255,

renglones en =3 y 1=7. Eslo quicre
decir que la cstructura crece exponen-
cialmenie pues todos esios ndmeros
(sumando 1) resultan ser potencias
de 2.

En esic juego podemos hablar de
una estructura espacio lemporal, pues
¢l espacio ¢s unidimensional en la di-
reccidn horizontal y €l tiempo corre en
la dircccidn vertical. El dibujo de la fi-
gura 2 nos planica varias preguntas:

1. éQué podemos decir de la estructu-
ra espacio-temporal?

2. iS¢ puede cambiar la regla?

3. éQué quicre decir “cambiar la re-
gla™?

4. cDepende la estructura espacio-tem-
poral de la condicion inicial?

En lo que sigue intentaremos con-
ICslar eslas preguntas (aungue no nece-
sariamente en orden) y olras que vayan
presentindose en ¢l camino. Empeza-
mos con un poco de notacion: a cada
cuadrito del primer renglon le llama-
mos un Sl y los numeramos con un
indice ¢ que va de 1 al n. A cada sitio ¢
le asociamos un cstado que denotamos
por o{i) que puede ser 0 en caso de
que ¢l sitio no esté marcado y 1 en ca-
s0 de gue s lo esié, También podemos
pensar ¢n o como una variable booleca-
na que toma el valor falso cuando el
cuadrito no estd marcado y el valor
verdadero cuando ¢l cuadrito estd mar-
cado. Una tercera inlerpretacidn es
pensar que en cada sitio hay un “indivi-
duo™ que puecde estar muerto (ceando
¢l estado es 0) o vivo (cuando ¢l estado

es 1) Emonces 1a regla con la que he-
mos estado jugando se puede escribir
como

ali,+)=oli=1, )@ ali +1,£), i=]...n

donde ¢l simbolo @ signilica la disyun-
cidn exclusiva que mencionamos al
principio. Esto puede entenderse mejor
con la tabla de verdad que sigue:

ofi - 1,0 | oli + 1,0 | o, 1 + 1)
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

La tabla de verdad se explica sola,
en cada rengldn aparccen distintlos va-
lores de los argumentos de la regla, se-
guidos del valor que asigna la regla al
sii para dichos valores,

Otra mancra de escribir la regla es
oli,t + 1)=[oli = 1, )voli + 1,1)] mod 2

donde mod 2 indica el residuo de divi-
dir el valor numérnico que s¢ encuentra
dentro del paréntesis cuadrado enire
dos. Por ello, a la regla con la que he-
mos estado jugando se ke conoce como
la regla “mddulo 27,

Con la nueva notacion las condicio-
nes peridicas a la frontera nos indican
que ¢l sitio a la izquierda del sitio 1 es
el sitio n y el sitio a la derecha del sitio
n es el sitio 1.

Ahora regresamos a la primera pre-
gunta. La estructura espacio-temporal
de la figura 2 estd hecha de tridngulos
de disuntos tamafios, la cual veremos
estd relacionada con los famosos tridn-
gulos de Pascal y de Sierpinski. El pri-
mero es una construccidn sencilla que
nos permite conocer los coelicientes de
la expansidn de la expresion (a+ b)".
Comenzamos con un 1 en el cuadrito
del centro del primer renglén de una
hoja cuadriculada, el segundo rengldn
s¢ obtiene sumando los valores de los
cuadrilos que se encuentran arriba a la
izquierda y a la derecha, y asl se conti-
nia para construir los renglones si-
guientes. El enésimo rengldn del
tridngulo contiene los coeficientes de la
expansion que buscamos. En la figura 3
mostramos 10s primeros ocho renglones
del tridgngulo. Si ahora tomamos cada
nimero del tridngulo madulo 2, oble-
nemos los primeros renglones del dibu-
jo de la figura

El trnidngulo de Sierpinski ¢s un po-
co menos conocido, pues s una cons-
truccidn geoméinica usada para ilustrar
un fractal. Se comienza con un Iridngu-

1 3
I 4
| 5 10
1 { 15
1 7 21 35

3 1
4 1
10 5 1
15 6 1
a5 21 7 1

Figura 3. Los primeros ocho reaglones del triingulo de Pascal.
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Figura 4. Construccitn del tridngulo de Sicrpinski

lo (figura 4 (a)) al cual se le quita un
trifngulo pequefio del centro de mane-
ra que queden tres tridngulos iguales
(figura 4 (b)). Se repite el procedi-
micnto para obiener el objeto de la fi-
gura 4 (c). Las figuras 4 (d) a (I}
muesiran la aplicacion sucesiva de esic
procedimiento. En el limite, cuando se
aplica este procedimiento un ndmero
infinito de veces, s¢ obtiene un objelo
que tiene agujeros de todos tamafios y
que s aulo-similar. Esto significa que
una parte del objeto magnificada por
un factor adecuado es igual al todo.
Ademds, el objeto no llena el espacio
en ¢l que se encuentra; decimos que el
objeto es un fracial con dimensidn frac-
tal dr dada por

dr = In(3)n(2) = 1.58

Hay una gran similitud entre la fgu-
ra 2 y la figura 4 (). 5i jugamos ¢l jue-
go con la regla mddulo 2 durante un
tiempo infinito, oblendremos una es-
tructura espacio-lemporal que es un
tridinguio de Sicrpinski. A partir de una
regla sencilla podemos construir obje-
s sorprendentes.

Pasamos ahora a tratar de respon-
der las preguntas 2 y 3 relacionadas
con la posibilidad de cambiar la regla
del juego. En ¢l juego que hemos juga-
do hasta ahora, ¢l estado en el sitio ¢ al
tiempo t + 1, ofi, ¢ + 1), depende del
estado en el sitio 1 - 1, al tiempo 1 y ¢l
estado en cl sitio i + 1 al tiempo . Pa-
ra hacer las cosas un poco mds intere-
sanies, podemos decir que la regla de
evolucidn del juego depende de los es-
tados en los sitios ¢ - 1, 6, ¢ + 1 al

tiempo 1. Si F denota una regla cual-
quiera escribimos

o(i, f + 1) = Flo(i = r,1), o(i, 1), oi + 1, K1)

¥ decimos que la regla depende de los
estados en una vecindad que incluye al
5itio0 mismo y a los sitios que se en-
cuentran inmediatamente a la zquierda
y a4 la derecha. Podrfamos tomar vecin-
dades mayores que incluyeran r sitios a
la derecha y r sitios a la izquierda del
sitio § y plantearnos las mismas pregun-
tas anleriores.

Como vimos arriba, una regla puede
especificarse de varias maneras, una de
cllas es upa tabla de verdad, sdlo que
ahora, dado que hay mas variables, ésta
serd un poco mds larga, como pucde
verse en la tabla 1. Puesto que la vecin-
dad de la cual depende el estado del
sitio a 1 + 1 contiene tres sitios, la ta-
bla de verdad estard formada por 2° =
8 renglones, en los cuales aparecen lo-
das las posibles combinaciones de los
estados en los tres sitios. La tabla 1 no
es mds que olra manera de escribir la
regla modulo 2

Tabla 1. La regla m&dulo 2.

ofi- 1,0} oli,r) |oli+1,0|eli,e+1)
0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 o 0

La primera observacion es que pode-
mos construir tantas reglas diferentes
como tablas de verdad diferentes haya.
Para cada renglén o(ig + 1), s¢ puede
tomar ¢l valor 0 o el valor 1, por lo que
en la dltima columna de la tabla de ver-
dad, el primer rengldn puede llenarse
de dos maneras diferentes, ¢l segundo
también y asi hasta liegar al octavo ren-
glon. El nimero total de maneras de
llenar la dltima columna ¢s entonces
2x2x,. %2 = 2% = 22" = 256, que es el no-
mero de reglas posibles cuando el esta-
do o en un sitio puede 1omar sdlo dos
valores y la vecindad que define la regla
de evolucidn contiene sélo tres sitios.
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Figura 5. Evolucidn de las 16 reglas legales interesantes a partir de una confliguracién inicial en la que el estado del sitio central es 1 ¥ en los
demds ¢ cero. Se muestran cuarenta pasos lemporales,

Wollram numerd las 256 reglas de
una manera sencilla. Cada regla ticne
una tabla de verdad distinta y el nime-
ro agociado a la regla es la expresidn
en base dicz del ndmero binario que
forma la ditima columna de la tabla
(de arriba a abajo). Asl a la regla mo-
dulo 2 de la tabla 1 se le asocia ¢l na-
mero (01011010) = 90.

Dado que la regla médulo 2 no de-
pende del estado cn el sitio central, las
reglas ndmero (00010010) = 18,
(10010010} = 146 y (11010010)2 =
210, gencran la misma estructura cspa-
cio-temporal que la regla 90 que mos-
tramos en la figura 2. {De las 256
reglas, cudntas generan patrones inlerc-
santes? La regla O y la regla 255 son
poco interesantes, pero la respucsia a
la pregunta anterior requiere la simuu-
lacion de cada una de las reglas. Un
subconjunto interesante son las reglas
llamadas legales por Wolfram, que son
simétricas y F(0, 0, 0) = 0. Una regla F

es simétrica si F(1,0,0) = F(0,0, 1) y
F(1, 1, 0) = F(0, 1, 1). Es claro que so-
lo hay 32 reglas siméiricas pues las 1a-
blas de verdad que las definen tienen
cinco renglones. En la figura 5 mostra-
mos las 16 reglas legales que generan
eslructuras espacio-lemporales intere-
sanles a partir de la condicidn inicial
en la que el estado del sitio central es
1 y en 1odos los otros sitios es 0. Ve-
mos que la regla 150 posee una eslruc-
tura fractal distinta de la de la regla 90.
En ecfecto, tiene una dimension fractal
dr = 1.69...

Ahora pasamos a tratar de respon-
der a la pregunia 4, idepende la es-
iruclura espacio-iemporal de la
conliguracion inicial? Empezamos defi-
nicndo la densidad p como ¢l cociente
de sitios vivos respecto al ndmero todal
de sitios de la red. En la figura 6 mos-
iramos la evolucion de la regla 22 par-
ticndo de wna configuracidn inicial
aleatoria con pg = 0.5. Es dificil res-
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ponder a la pregunta anterior viendo la
figura, podemos imaginar que la estruc-
lura que se genera es un fractal y tratar
de encontrar su dimension fractal. Po-
demos también ver como cambia la
densidad con el Liempo y enconlramos
que para Liempos largos €sla alcanza el
valor de p= = 035, para cualguier va-
lor de po entre 0.1 y 0.9. Las reglas 90
y 126 tienen un comporiamienio simi-
lar pero para liempos largos pe = 0.5
mientras que para la regla 18 pe =
0.25 y para la regla 182 pw = 0.75. Es-
tas densidades finales no dependen de
la densidad inicial si ésta no es dema-
siado pequefia 0 demasiado grande.
o Cudles reglas alcanzan una densidad
constante para tiempos largos? éDe-
pende esa densidad asinidtica del tama-
fio de la red y de la densidad inicial?
¢Qué otras cantidades se pueden medir
que caractericen la evolucidn temporal
del autémata? iQué explicacion pode-
mos dar para los valores observados de
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qué tienen en comin los automatas
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1 con densidad 0.5 durante 480 pascs temporales.

imicia

Figura 6. Evolucién temporal de la regla 22 para 640 sitios particndo de una confliguracidn
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(a)

(b)

Figura 8. a) Vecindad de von Neumann, b) vecindad de Moore
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dos autdmatas celulares con k = 2 v r
= 2 que¢ pertenecen a esta clase,

cPor qué limilarse a un CsSpacio uni-
dimensional? En dos dimensiones sc
pucde jugar en cualquicr cspacio dis-
creto, digamos una red cuadrada. Las
vecindades mds usadas son la de von
Neumann y la de Moore que mostra-
mos en la figura 8. Dado que la vecin-
dad de Moore conticne nucve sitios, ¢l
ngmero de reglas posibles es
20w L3410, si ko= 1.

Los autdmatas bidimensionales tam-
bifn caen en las cuatro clases mencio-
nadas anteriormente, y el Juego de la
Vida, que discutiremos a continuacion,
pertenece a la clase 4. Un subconjunto
de reglas que se cree posee toda la ri-
queza del conjunto de reglas definidas
en una vedndad de Moore €5 el con-



junto de las reglas totallsticas externas.
Una regla totalistica externa depende
del estado del sitio central y de la suma
de los ocho estados de la vecindad.
Hay sdlo 2'° = 1024 reglas totalisticas
externas y ¢l Juego de la Vida s la
mas famosa de ellas. Este autdmata,
creado por J. Conway y popularizado
por M. Gardner se juega con las reglas:

a) un sitio que estd vivo al tempo 1
estard vivo al tiempo ¢ + 1, si tiene 2 0
3 vecinos vivos, en caso contrario mo-
rird;

b) un sitio que estd muerto al tiem-
po 1 estard vivo al tiempo ¢ + 1 si tiene
exactamente 3 vecinos vivos.

La condicidn a) indica que un indi-
viduo continda vivo si liene con quien
platicar, pero si hay mucha gente a su
alrededor muere de asfixia y si hay po-
ca de aburrimicnto. La condicién b} in-
dica, contrariamente a lo natural, que
son necesarios 3 individuos para la pro-
creacidn. Podemos plantearnos muchas
de las preguntas anteriores para este
Jucgo.

La simplicidad de la regla oculta un
comporiamienio complejo que justifica
su nombre. Aqul nos interesan algunas
de las propiedades estadisticas del jue-
go. Partiendo de una configuracion al
azar, la evolucién temporal simula la
autoorganizacidn presente cn los orga-
nismos vivos. Lo que queda a tiempos
largos son islas de vida esidticas o pe-
riddicas con una simetria bicn definida
que mostramos en la figura 9.

Para una configuracidn inicial alca-
toria con densidad inicial entre 0.1 y
0.7 se alcanza siempre una densidad fi-
nal pe = 0.029. La evolucidn temporal
puede dividirse en ires partes. La pri-
mera esld dominada por la auvsencia de
correlaciones y sigue las predicciones
que s¢ pucden hacer con una teorfa de
campo medio. La sepunda parte mues-
tra un decaimiento de la densidad que
va como una potencia del tiempo, re-
sultado de las fuertes correlaciones que
s¢ van generando. Sin embargo, ©s-
te comportamicnio se  picrde a
fe = 2000 - 3000, para dar lugar a un
nuevo lipo de comportamicnlo de evo-
lucidn méds lenta y que conjeturamos
continda por siempre en una red de ta-
mafo infinito, pero que en redes de
lamano finilo termina ¢n una conligu-
racidn de la red, en la cual la densidad
loma el valor mencionado anteriormen-
te. Vemos que una regla relativamente
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Figura 9. El Juego de la Vida en una red de 64 x 57 sitios a ¢ = 910. En este caso pp = 03 y

pe = 0,028,

scncilla da lugar a un comportamiento
espacio-lemporal extremadamente com-
plejo.

Del andlisis del comportamienio de
los autématas celulares esperamos por
una parte poder desarrollar modelos
para sistcmas particulares, y por oira,
buscar principios generales aplicables a
una gran varedad de sistemas comple-
jos. Dada la gran cantidad de automa-
tas cclulares no es de extradar que
alguno modele ¢l sistema en ¢l cual es-
temos interesados, que puede ser un
fluido, un dcido nucleico o cualguiera
de los otros sislemas mencionados en
la introduccidn. Lo que si es de extra-
fiar es que alguien haya encontrado el
automata adecuado para ¢l sistema ba-
Jo estudio. Por ejemplo, si se modifica
un poco la regla del Juego de la Vida,
se pierde oda la riqueza del comporta-
miento espacio-temporal original.

El estudio de los autdmatas celula-
res requicre del uso intensivo de com-
puladoras. Se¢ sclecciona una regla y
una configuracion inicial y s¢ siguc la
evolucion temporal en o que llamamos
un experimento computacional. La cla-
siicacidn de Wolfram en cuatro clases

no es adn definitiva y requicre de ma-
yor estudio. La bibliograffa que aparece
enseguida contiene los resuliados que
hemos discutido y puede servir para
iniciar el estudio de los autdématas celu-
lares.
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