CIENCIAS

Simetrias del problema de
las doce monedas

PABLO DE LA MORA, ALEX GECRGE

amos 8 suponer gue conta-
mos con doce monedas, una
de ellas falsa, (mds pesada o
mds ligera), vy también va-

MOs 8 SUpOnEr qué contamos con una
balanza. ¢C6mo se podria encontrar la
moneda falsa usando la balanza sdélo
tres veces? dPodrfamos a la vez saber
si la moneda falsa es mds liviana 0 mas
pesada o si no hay tal moneda falsa?

Este problema es antiguo, y s¢ han
encontrado ya muchas soluciones, gene-
ralmente utilizando el sistema de prue-
ba y error. Apareniemenie las solucio-
nes son asimétricas. La descripcion
completa de las soluciones se complica
por todas las diferentes posibilidades
que hay que incluir.

Los puntos interesantes de este pro-
blema son:
® [as simetrfas ocultas de las solucio-

nes.

* El desarrollo de un método conciso
para describir la solucién y encon-
trar las diferentes soluciones.

® Determinar ¢l ndmero méxdimo de
monedas para las que bastan tres
pesadas, y extender ¢l problema a
cuatro 0 méds pesadas,

Este artfculo presenia un estudio de
la estructura y de las simetrfas de este
problema. Muestra algoritmos que lle-
van a soluciones de una forma natural,
y hacen explicitas las simetrias del pro-
blema. Ademds analiza los puntos ante-
riores.

Pablo de la Mora: Departamento de Fisica,
Facultad de Ciencias, UNAM

Alex George: Wollson College, Oxford, In-
glaterra.

Descripcion de la solucién

Una descripcion de la solucion debe de
incluir todas las diferentes posibilida-
des. Una forma concisa de hacer eslo
s¢ muestra ¢n la figura I (a esta solu-
cion particular se le llamard la “solu-
cion simétrica con signos alternos™).

En esta descripeidn, cada pesada se
represenia con una balanza () ¥
abajo de los extremos de la balanza es-
tdn las monedas que se colocan en los
platos respectivos. En medio estdn las
monedas que s¢ dejan fuera de la ba-
lanza, pero que no se han climinado

aln, entre las cuales también pucde es-
tar la moneda falsa. Abajo de esta ba-
lanza estdn tres balanzas mds pequefias
que representan las siguientes pesadas,
esto crea un diagrama de drbol, que se
separa en tres posibilidades diferentes
después de cada pesada. La balanza iz-
quierda, media o derecha se escoge de-
pendiendo de si en la pesada anterior
la balanza s¢ inclind a la izquierda, no
s¢ inclind o se inclind a la derecha. El
signo sobre la moneda representa que
la moneda subid (<) o bajd (+) en la
pesada anterior, lo cual, aunque no es
esencial contiene la informacion rele-
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Figura 1. Solucién siméirica con signos alternos. El primero, segundo y lercer renglones represenian la primera, segunda y tercera pesadas,
respectivamente. El renglon abajo de la linca (letras y signos), es el renglén de respuestas, mostrando cudl es la moneda [alsa, y si es mis
pesada (+) o més ligera(-). La parte inferior muestra las secciones en que se divide el renglén de respuestas; estas divisiones se utilizan en el

andlisis de la solocidn.

vante de las pesadas anteriores. Abajo
de la tercera pesada estd el rengldn de
respuesias, indicando cudl fue la mone-
da falsa y si ésta es mds pesada (+) o
mds liviana (-). El asterisco (*) repre-
senta a una moneda neutral (que pudo
haber sido eliminada en una pesada
anterior) y el signo "=' representa al
caso de que todas las monedas fueran
iguales.

El niimero médximo de monedas

Para encontrar ¢l ndmero méxdmo de
monedas que se pueden examinar en
tres pesadas es necesario conocer pre-
viamenie la mé&dma cantidad de datos
que la balanza puede proveer c¢n cstas
pesadas. Observando la solucidn *(Tigura
I), se ve que en cada pesada hay tres
posibilidades: que se incline la balanza
a la izquierda, a la derecha o se quede
balanceada. A la siguiente pesada cada
uno de eslos casos tiene a su vez tres
posiblidilades, quedando 3x3 = 9yen
tres pesadas queda 9x 3 = 27 = 3,
¢Cudntas monedas se pueden pesar
con estas 27 posibilidades? Una de las
probabilidades es que todas las mone-
das secan iguales, si resltamos esta posi-
bilidad quedan 3’-1=26. Como la mo-
neda falsa puede ser 0 mds pesada o
mds liviana, entonces por cada moneda
debemos tomar dos casos, por lo que el
nimero se reduce a (¥-1)/2=13.

Otro requerimiento es que el nime-
ro de monedas, en cada uno de los pla-
tos de la balanza, sea ¢l mismo. iCuén-
tas monedas s¢ pueden poner en la
balanza en la primera pesada? Viendo

la solucidn (figura 1), contamos 18 dife-
rentes posibilidades de que una mones
da que estd sobre la balanza en la pri-
mera pesada sea mala; y como esta
moneda puede ser mds pesada 0 més
liviana, encontramos que el ndmero
médximo de monedas sobre la balanza
es 9(=23%) que es impar, por lo que hay
que restar uno al ndmero total (3*-1)/2-
1=12. Ahora bien, si afuera del grupo
de monedas por analizar, s¢ licne una
moneda buena o ncutra, ésta se puede
usar para igualar ¢l ndmero de mone-
das en la balanza, y asl se incrementa
el ndmero a 13.

Quedan 4 monedas afuera de la ba-
lanza después de la primera pesada
{13-9). {Pueden estas monedas ser ana-
lizadas? Sf, cuatro es el ndmero mixi-
mo de monedas que se pueden analizar
en dos pesadas cuando se tiene una
moneda neutra (¥-1)/2=4, la moneda
neutra se toma de entre las que se eli-
minaron en la primera pesada.

Eslo se puede generalizar para un
niémero r arbitrario de pesadas, y se
encuentra que ¢l nimero médmo de
monedas n es n=(3"-1)/2 s s¢ liene
una moneda neutra al principio ¥
n=(3"-1)y2-1 si no. El nimero de mo-
nedas que se deja afuera en la primera
pesada es (3°-1)/2, igual al nimero de
monedas que s¢ pone en cada plato, si
no hay moneda neutra.

Si las condiciones del problema se
cambian y se especifica que siempre

hay una moneda mala y que ademds no-

s¢ liene que averiguar si esta cs mds
pesada o mdas ligera, entonces ¢l ndme-
ro que s¢ puede examinar s¢ incremen-
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ta en uno. Esla ¢s una extension trivial
del problema anterior ya que se aparta
una moneda del montdn, luego se exa-
minan las monedas restantes, y si €stas
resultan todas iguales, entonces la mo-
neda falsa es la que se apard.

Si se resuehe el problemd de las
trece monedas més la moneda neutra,
entonces también se resuelve el proble-
ma de las doce monedas sin moneda
neutra. Esto se logra de la siguiente
manera cn la figura I: en la primera
pesada se quita la moneda neutra y
otra moneda del otro plato de la balan-
za y en las siguientes pesadas también
s quita esta otra moneda de la balanza
(para igualar ¢l ndmero de monedas en
los platos de la balanza, s¢ pueden uli-
lizar monedas que se descartaron en la
primera pesada). Hay ciertas soluciones
que no permiten esto, como s¢ puede
ver un ejemplo en la figura V.

Por lo tanto, s6lo €5 necesario resol-
ver ¢l problema de las trece monedas
mds una moneda neutral.

Solucion del problema

Si se tienen 9 monedas neulras 0 mas,
¢l problema se vuclve muy simple (fi-
gura 2); en la primera pesada se colo-
can 9 monedas en un plato y 9 mone-
das necutras en ¢l ofro, si la balanza
queda balanceada esas monedas se des-
cartan y en la siguiente pesada se com-
paran tres monedas contra tres mone-
das necutrales. 51 las monedas bajan
(suben), entonces son mds pesadas (li-
vianas), en este caso, ¢n la siguiente
pesada, las monedas se dividen en tres
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Figura II. Solucidn con nueve monedas neutras.

grupos de tres monedas y, finalmente,
en tres grupos de una moneda.
Liamaremos soluciones simétricas a
las que la parte derecha del renghin
respuesta corresponde a la reflexion
‘negativa’ de la parte izquierda, donde
la moneda reflejada tiene el signo
opuesto a la moneda no reflejada.
Cualquier solucion simétrica se pue-
de encontrar a partir de la solucion an-
terior (figura II), transfiriendo primero
‘una moneda de un lado de la balanza
al otro, esta moneda se transfiere en
las tres pesadas, En este proceso hay
que afadir, 0 quitar, una moneda ncu-
tra, para mantener €l nimero igual de
monedas en los platos de la balanza,
aunque ¢l objetivo es eliminar monedas
neutras de la primera pesada. Como
resultado la moneda X* cambia su sig-
no a X~ y viceversa, pero el diagrama
sigue representando una solucidn del
problema con muchas monedas neu-
tras. La figura III ejemplifica este mo-
vimiento con la moneda F, este movi-

miento no cambia la posicion de la mo-
neda en el renglon de respuesta, solo
cambia el signo.

Transfiriendo cuatro monedas a la
derecha se climinan 8 monedas neutra-
les de la primera pesada, dejando sdlo
la moneda neutral original. Si estas
monedas s¢ escogen mal, entonces sc
pueden requerir 6 monedas neutras en
la segunda pesada, como lo ejemplifica
la figura IV. Como las monedas que se
climinan en la primera pesada, se pue-
den usar como neutras en las siguientes
pesadas, es claro que la figura IV no es
la solucidn, ya que requicre demasiadas
monedas neutras en la segunda pesada.

La solucién de la figura I se puede
cncontrar cambiando en la figura 11 las
monedas B D F H J L y luego renom-
brando las monedas.

Si sélo sc tiene ¢l renglon de res-
puestas, es posible reconstruir el resto
del diagrama. Por cjemplo, en la figura
I, para que la balanza escoja la sexta
posicidn, es decir la moneda L, y que

sca ¢sta mds ligera, la balanza tuvo que
inclinarse en la primera pesada a la iz-
quierda, en la segunda no inclinarse y,
finalmente hacerlo a la derecha, y co-
mo la moneda era mds ligera (-) enton-
ces estaba en el plato que subid, o sea
primero estaba en la derecha, luego
fuera y finalmente izquierda. Haciendo
csto para todas las monedas se comple-
1a ¢l diagrama.

Por lo tanto la solucidn estd deter-
minada univocamente con solo el ren-
glon de respuestas (signo y posicidn).

Para las respuestas simétricas la po-
sicidon de las monedas no es importan-
le, ya que cada moneda aparece en po-
siciones simétricas y las diferentes
soluciones que tengan la misma confi-
guracion de signos, es solamente un
reordenamiento o renombramiento de
las monedas. Por lo tanto lo dnico rele-
vante ¢s ¢l renglon de los signos. Las
monedas de la mitad izquierda, que tic-
nen signo negativo en el renglon de
respuestas, son las que se transfiricron
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Figura IIL. Solucidn de la figura Il pero con la moneda F movida al otro lado de la balanza.
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Figura IV. Solucidn invilida (sélo se muestra parte del diagrama).

de plato en la construccidn de la solu-
cion, partiendo del caso en que se le-
nfan 9 monedas neutras.

Esto sugiere un refinamiento de la
csirategia anterior para encontrar las
soluciones; el renglén de soluciones se
divide en secciones 1, 2y 3 y éstas se
subdividen en izquierda y derecha (ver
parte inferior de la figura I). El ndme-
ro de monedas neutras impone condi-
ciones sobre ¢l renglén de signos: Los
signos positivos de la seccidn 31 mues-
tran las monedas que en la primera pe-
sada estaban en el lado izquierdo de la
balanza y los negativos en el lado dere-
cho, por lo que ¢l ndmero de signos
positivos ¥y negativos no debe diferir
més de uno en la seccidn 31, sl se tiene
una moneda neutra, y cero si no se lie-
ne. Para la segunda pesada la condi-
cidn cs mds complicada, para esto la
scccidn 31 se subdivide en 3a, 31b y
e, en la seccidn 3lc s¢ cambian los
Signos a su opuesto (para propdsitos de
conleo solamente), luego se cuenta el
ndmero de signos positivos y negativos
en 3la y e, y estos no deben diferir
en méds de 5 (el ndmero de monedas

neutras que se licnen para la segunda
pesada, cuatro si s¢ comienza sin mo-
neda neutra).

Por lo tanto, cualguier orden de sig-
nos que cumpla con las condiciones an-
teriores, es la solucidn del problema.
La parte derecha del renglon de signos
es la reflexion negativa de la izquierda.

La solucidn general incluye solucio-
nes no simétricas. En este caso ¢l ren-
gldn de soluciones no €5 necesariamen-
te simétrica, y siguen habicndo
condiciones para que sea solucidn, aun-
que no tan estrictas. Si una moneda es-
14 en el lado zquicrdo de una seccion,
también debe estar en esa misma sec-
cidn del lado derecho, aunque no nece-
sarlamente en posicidn equivalente, pe-
ro con signo contrario. En este caso, en
¢l renglén de respuestas son importan-
tes tanto el signo como la letra de la
moneda. Las condiciones de la segunda
pesada s¢ deben revisar en cada lado,
independientemente. Una ilustracin
de esto se puede ver en la figura V, en
donde en el lado zquierdo se ulilizan 4
monedas neutras, y en ¢l lado derecho
s6lo dos; es mas, si la moneda G se

cambia de un lado de la balanza al
otro, entonces s¢ necesitardn 6 mone-
das neutras en la segunda pesada del
lado izquierdo y ninguna en ¢l derecho.

Para el problema de 12 monedas sc
utilizan las mismas condidones, pero
¢n la primera pesada no hay monedas
ncutras, y ¢n la segunda sélo hay 4. Pa-
ra generar una solucién a partir del
problema anterior, s¢ Quila una mone-
da de la seccidn 3 (izquierda y dere-
cha) del rengldn de respuestas, dejando
un espacio.

Para entender este problema relati-
v0o a 4 0 mas pesadas, el sistema es el
mismo, excepto que ¢l nimero de mo-
nedas neutras que hay para la segunda
pesada, es diferente.

La solucién de monedas apareadas

Esta solucion particular no requicre de
un diagrama, y ¢s viilida para cualquicr
ndmero de pesadas.

Agqul el problema de r pesadas y
(3°-1)/2 monedas, se reduce, después
de una pesada, al problema de r-1 pe-
sadas y (3"'-1)/2 monedas,

En la primera pesada se forman tres
montones de (3'-1)/2 monedas, dejan-
do una moneda fuera ((3-1)/2 = 3x(3"
'.1)/241). Se pone un montén en cada
uno de los platos de la balanza, tam-
bién dejando uno fuera, la moneda que
s¢ quedd fuera de los montones se co-
loca en uno de los platos, y la neutral
en olro.

51 1a balanza permanece equilibrada
entonces el problema se redujo a r-l
pesadas y (3"'-1)/2 monedas.

Si la balanza no queda equilibrada,
s¢ forman monedas apareadas, toman-
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Figura V. Una solucién asimétrica. Para encontrar la solucién del problema de las doce monedas, se quita una de las monedas A,B,CF, ademds
de la moneda neutra. Si se quita la moneda G, entonces se requieren § monedas neultras para la segunda pesada en la parte izquicrda del

diagrama.
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Figura V1. Diagrama simétrico de la solucién de monedas apareadas. Si se quita la moneda M y la neutra, se encuentra una solucién para ¢l
problema de las dooe monedas. Esta solucién no necesita de este tipo de diagramas para encontrar a la moneda falsa, tampoco ¢l diagrama

muestra la simetrfa ni la sencillez de esta solucidn,

do una moneda de cada lado de la ba-
lanza y s¢ juntan formando una mone-
da doble o una moneda apareada. Una
de las monedas que forman la moneda
apareada, vicne del plato que bajé, por
lo que no puede ser mas liviana. En la
notacidn de la solucidn anlerior se le
ponfa un signo + despuds de la letra
de la moneda. La otra moneda del par
no podia ser méds pesada y lievaba ¢l
SIgNO -.

Las monedas aparcadas sc pueden
escribir de la siguiente forma:

A/B (= ATB")

Las monedas aparcadas pucden pe-
sar més, menos, o igual que una mone-
da apareada ncutral, lo que equivale en
la moneda A/B, a que respeclivamente
B sea mds pesada, A sea mds liviana o
ninguna de las dos es falsa, teniéndose
asl una equivalencia entre las monecdas
sencillas y las aparcadas.

Se formaron (37'-1)/2 monedas apa-
readas con monedas no neulras y una
gue incluye a la moneda ncutral, esta
dltima moneda se pone aparte. Las
monedas apareadas sc trabajan como
las sencillas, cuando una de ellas es
mds pesada o més liviana ya se sabe
cudl de las monedas sencillas que la
forman es la falsa, y en caso de que to-
das las monedas apareadas sean igua-
les, entonces la falsa es la que se apar-
16 (y tamhién se sabe si es mds liviana
0 mds pesada, porgue ya estuvo en la
imlanmj. De esta forma también s re-
duce al problema de n-1 pesadas y (3"
'.1)/2 monedas pero aparcadas, y los
dos casos son equivalentes.

En las pesadas siguientes es necesa-
rno aparcar monedas aparcadas, pero

estas s¢ redocen a una sola moneda
aparcada;

(ABY(C/D) = AD

climinindose B y C (B se elimind, ya
que originalmente venfa del lado de la
balanza que bajd, y luego la moneda
A/B estuvo en ¢l plato que subid).

Como se ve, esla solucidn no necesi-
ta de ningan diagrama para localizar la
moneda falsa, y la situacidn de una pe-
sada es equivalente a la siguiente, pero
con menos monedas.

Esta solucidn estéd ilustrada en la fi-
gura VI para ¢l caso de tres pesadas.
En este cjemplo, para la primera pesa-
da, el caso de que la balanza se inclina
a la izquicrda se pucde comparar con
¢l caso en que la balanza no s¢ inclina,
en un ¢aso la moneda F/B se comporta
igual a J en el otro caso, la moneda

aparcada */M, en el pnimer ¢aso, repre-
senta la situacidn en que en el segundo
caso todas las monedas son iguales.

Conclusiones

En este articulo se analizd ¢l problema
de scparar la moneda falsa de un mon-
16n de monedas, vsando una balanza el
nimero minimo de veces. Primero se
construye un diagrama para representar
las soluciones, lo que facilita el andlisis
y permite encontrarlas mds facilmente.
Con este diagrama ¢s més facil visuali-
zar las simetrfas de las soluciones, aun-
que hay soluciones asimétricas. Se estu-
dia cudntos datos provee la balanza,
cuanta informacidn es necesaria para
separar la moneda falsa, y como opli-
mizar este proceso. Se muestran algo-
ritmos para encontrar las diferentes so-
luciones al problema. La solucidn de
signos alternos, es posiblemente la so-
lucidn de mayor simetria.

Por Gltimo s¢ muestra la solucidn de
monedas apareadas, la cual muestra otro
lipo de simetrfa, y ademds no necesila
utilizar un diagrama de soluciones para
encontrar la moneda falsa, sino unas re-
glas sencillas. Esta solucidn es vilida pa-
ra cualquier nimero de pesadas. ¢

Agradecimientos

La lectura detallada y las maltiples su-
gerencias hechas por Gerardo Ruiz

Chavarrfa ayudaron mucho a hacer cla-
ro y entendible este articulo.

Fotogralias

Enciclopedia prictica de cconomia, ORBIS.
L 'Amérigue et les ameniques

Na. 23 JULIO 1991

39



