Un problema famoso:
la triseccion del angulo

Ei problema de la triseccidn del dngulo, junto con la dupli-
cacidn del cubo y la cuadratura del circulo forman un grupo de
problemas imposibles, conocidos como “las tres problemas
griegos”. Eistos, desde su planteamiento en el siglo v a.c. hasla
su solucidn en el siglo X1, hicieron pensar a muchos grandes
matemidticos, motivaron el desarrollo de diversas dreas de las
matemdticas y el descubrimiento de nuevas teorfas.

Partes del Algebra, la Geometria y el Célculo surgicron o
se enriquecieron con el estudio de estos problemas. Las cur-
vas que conocemos comao conicas (elipse, pardbola € hipérbo-
la) (figura 1), de indudable utilidad en ffsica y matemdticas,
s¢ descubrieron de la musma forma. Sin las ofnicas, no pa-
driamos caleular en qué direccitn disparar un ¢afidn para gue
dé en el blanco, ni existirfan instromentas Apticos coma el
MICroscopio.

Otros intentos de resolver los Problemas Gricgos llevaron
a] desarrollo de la Teorfa de Ecuaciones y, en una forma mas
indirecta, al desarrollo de la Teorfa de Grupos, fundamental
para el Algebra Modema.

Algo muy notable acerca de estos problemas es que no sola-
menle despertaron el interés de grandes matemidticos, sino tim-
bi¢n el de médicos, abogados, sacerdotes, banqueros, militares,
etc.; esto hace que nos planteemos las sipuientes preguntas:

LPor qué estos problemas han tomado un lugar tan sobresa-
liente en la historia de las matematicas?

{Qué hace que gente de origen e interescs tan diversos se
ocupe de ellos?

Y la respuesta podria ser que [os tres tienen en comin carac-
terfsticas que Ios convierten en algo que podriamos llamar “on
buen problema matemdtico” y que de forma resumida sor

a) Su formulacién es clara y elemental, de manera que puede
entenderlo cualguicra,

b) A pesar de tener una formulacidn tan simple, su solucidn
requicre de mucho ingenio y ercatividad.
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¢) Su solucidn no solamente nos permite dilucidar el problema
mismo, sino que da luz en relacion a una clase mds amplia de
problemas.

Ahora bien, pasando al lema que nos ocupa especificamen-
te diremos que el problema de la Triseccién del Angulo consis-
te en lo siguiente:

TRISECAR CON REGLA Y COMPAS
CUALQUIER ANGULG \

Todos sabemas que bisecar cualquier dngulo es fécil (figura 2).
Fs natural pensar que mediante un procedimiento semejante
podrfamas Lrisecarlo; sin embarga puede demostrarse mate-
mdticamente que tal procedimiento no exisie. Esto no quiere
decir que ningdn dngulo es trisccable, existen dngulos quée silo
son, como por ejemplo el dngulo de 90°. La riseccidn de este
Angulo invalucra la construeeidn con regla y compds del hexa-
gono regular y la biseccion del dngulo (figura 3). Ya que -51
dngulo de 90" es trisecable, lambién 1o es el de (90°/2=457,
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elipse

pardbola

hipérbola

Figura 1.

figura 4) y repitiendo este proceso, también son trisecables los
de la forma 907 2k con k=1, 2, 3, ...

El método de Arquimedes

Asl como existen mélodos para trisecar ciertos dngulos con
regla y compds, existen métodos muy ingeniosos ¢on olros ins-
trumentos para trisecar cualguier dngulo. Un método muy sen-
cllo que se le atribuye a Arquimedes es el siguiente:

Sea a el dngulo dado, formado por las rectas [ y m; sea Csu
vertice (figura 3).

Construccidn:

1* Trazamos un semiclrculo S con centro en C y radio arbitra-
rio. Sean B y D las intersecciones de 5 con 'y sea A la inlersec-
cidn de 5 conm.

2* En una regla, marcamos la distancia igual al radio CB del
sermicireulo. Sean 1y 2 estas marcas.,

3* Colocamos Ia regla de tal modo que 2 coincida con algdn
punto del semicfrculo 5, 1 con algin punto de la recta { y que,
al mismo liempo, la regla pase por A. Sean E y F los puntos de
!y 5 que acabamos de localizar con las marcas 1y 2 réspecliva-
menie.

El dngulo AEB es un tercio del dngulo a.

Para demostrar que es verdadera la afirmacion que acaba-
mos de hacer, hagamos las siguientes consideraciones.

El tridngulo EFC es isdsceles porque EF=FC, y por 1o Lanto

fngulo CEF = fdngulo FCE =y

lo aml implica que
dngulo EFC = 180*-2y.
Coma E, F, A estdn alineados:
Angulo CFA = 2y
(dngulo exterior de un tridngulo es igual a la suma de los dos
dngulos internos no adyacentes).
El lridngulo FCA es isGsceles porque FC = CA y por lo tanto
dngulo AFC = dngulo CAF = 2y
y ademds |

dngulo FCA + 2 dngulo AFC = dngulo FCA + 4y = 1307(1)

Figura 2.
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Coma D, C, B estdn alineados:
¥ + angulo FCA + a = 180"
Por (1) tenemos que:
dngulo FCA + 4y = dngulo FCA + y+a
y esto implica que
a=4y-y =13y,
concluimos que
Y= afd.
Con este método, hemos construido un dngulo que €s un ter-

cio del dngulo dado y transportdndolo con compds, Lrisecamos
el dngulo a.

Sin embargo hemos localizado ciertos puntos en nuestra
construccion de manera indebida segin las normas estableci-

das para el uso de 1a regla y compds,

Las normas de como pueden utilizarse la regla y €l compds
las establecid Platdn (430-349 a.c.).

&

{Como pueden utilizarse la regla y el compés?
* La regla puede utilizarse para trazar la recta que pasa por

dos puntos y para prolongar indefinidamente cualquier seg-
mento de recta.

* El compds puede utilizarse para trazar la circunferencia con

centro en cualquier punto y de cualquier radio y para transpor-
tar distancias.

- Un problema de constructitdn con regla y compds podemos
decir que estd resuello si su solucidn consiste en un ndmero

finito de aplicaciones de la regla y el compds, respetando las
nomas de uso que acabamos de establecer.

Figura 4,
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Figura 5.

En la solucidn de Arquimides hemos marcado la regla, lo
cual no estd permitido; pero esto no es lo grave ya que ¢l
compds nos permite transportar distancias; lo que hemos he-
¢ho, que no esld permilido, es gque hemos determinado los
puntos E ¥ F por observacidn, moviendo la regla sobre ¢l pla-
no hasta quedar en la posicién conveniente. Es esle movimicn-
lo precisamente el que no puede hacerse con nuestra regla y
compds,

{Cémo un problema prictico como ¢l de la triseccitn
del dngulo podemos formulario mateméticamente?

Con regla y compds podemos llevar a cabo ¢inco construciones
fundamentales:

1. Trazar la recta que pasa por dos punlos.

2 Delerminar el punto dé interseccidn de dos rectas.,

3. Trazar la circunfercncia con centro ¢n un punio dado y de
radio dado.

4, Determinar los puntos de interseccidn de dos efrculos.

5. Determinar los puntos de interseccion de una recla y un
clrculo,

Cualquier construccion que pueda reducirse a una sucesion

Veamos ahora en que propicdades algebraicas se traduce Ia
condicidn de ser construibles con regla y compds.

A toda recta y cfrculo e asociaremos la ecuacidn canesiana
que le corresponde.

La ecuacitn de una recla que pasa por dos puntos es de la forma
Ax+By+C=0 (2)

La ecuacidn de una circunferencia con centroen C = (x,¥)
y radio res:

(xo-x)% + (yo-¥)* = 1%,

y puede escribirse de la forma

#‘i

ArtBy+ S

KrdBy+C o D

v
|

finila de estas cinco construcciones fundamentales puede ha-  Fgwas,
cerse con regla y compds.
oY
Ax+By+C =0

2 '
X+ Y% 284%x 428y +¢':0
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n+y+ Ax+By+C=0

= ——

L Hy+Ax+By+C =0

“ﬂ-ﬂﬂ - —

 +y? +2Ax + 2By + C = 0. 3)

Considerando las ecuaciones (2) y (3) correspondientes a las
de la recta y el cfrculo, las construcciones fundamentales se
reducen a resolver ciertos sistemas de ecuaciones.

+ Determinar el punto de interseccidn de dos rectas equivale a
resolver el sistema de dos ecuaciones:
Ar+By+C=0
A + By + C'=
del cual obtenemos el punto (x.y) comiin a ambas rectas (figu-
ra6).
* Determinar los puntos de interseccidn de una recia y un
drculo equivale a resolver ¢l sistema de dos ecuaciones:
AX+By+C=0
C+y +2A%+2By+C =0
del cual obtenemos los puntos de interseccidn {:.;r] y (zw) de
la recta con el clrculo (figura 7).
* Determinar los puntos de interseccidn de dos cfreulos equi-
vale a resolver ¢l sistema de dos ecuaciones:
X +y +2Ax+ 2By +C=0
Xy 4 2A4% + 2By + C' =0,

del cual obtepemos los puntos de interseceidn de las dos cir-
cunferencias (figura 8).

Resolviendo estos sistemas de ccuaciones y considerando
un nimero finito de repeticicnes de las mismas, llegamos a la
conclusidn de que mos delerminar con regla y compés
aquellos puntos (xy) cuyas coordenadas sean soluciones de
ecuaciones de grado a lo sumo dos, con cocficientes dados o
construibles.

Suponiendo que partimos de los ndmeros racionales, los
ndmeras construibles son aquellos que son soluciones de ecua-
ciones de grado 2°, con coeficientes racionales.

La demostracidn de que s imposible trisecar cualquier dngu-
lo, consiste en demostrar que existe un dngulo que no es triseca-
ble: el dngulode 60°. Esto se hace mostrando que ¢l equivalente
matemsitico del problema de la triseccién, consiste €n encontrar
las soluciones de una ccuacién que no puede reducirse a una
ecuacidn de grado 2°, con coeficientes racionales.

Vamos entonces a traducir ¢l problema de la triseccidn al
lenguaje matematico.

Consideremos ¢l dngulo © que queremos trisecar, por su
coseno: cos 63 = g. Entonces ¢l problema consiste en encon-
trar x tal que X =os x/3.

Vamos a ver que determinar ¢l coseno de un dngulo es
equivalente a determinar el dngulo mismo; de manera que si
es imposible, dado el dngulo de 60°, determinar el coseno de
60°/3, entonces es imposible determinar el dngulo 60°/3.

Efectivamente, considermos un sistema de coordenadas
cartesianas en ¢l plano (figura 9). Tracemos una circunferencia
5 de radio unitario y una recta lo que forme con el lado positi-
vo del eje X un dngulo igual a 60°. Sea A el punto de intersec-
¢idn de o con 5, y sea xo la interseccion de la perpendicular
desde A al eje X con el mismo eje.

Si construimos el punto x = cos 60°/3, simplemente Irazan-
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do al perpendicular desde x al eje X, considerando su intersec-
cidn B con 8 y trazando OB como lo indica la figura 9.

Vamos entonces a demostrar que €s imposible construir
con regla y compds el punto x tal que x = &8 607 /3.

Mediante una fdrmula trigonométrica el cos 6/3 estd rela-
cionado con ens 8 por la ecuacidn

g=cosb=4co80-3c080/3 (4)
Sea cosdf3 = 7; entonces la ecuacidn (4) se expresa asl:

£= 4;3-33_
de donde
4z°-3z-3=0 {3
Consideremos ahora & = 60*; el coseno del dngulo de 60° es
bl =12 =g
Sustituyendo este valor de g en la ecuacion (5)
4z3.3z7 -12=0 (6)
De donde
4z3.6z=1 )

A la ecuacion (7) se le conoce cOmMO ecuacion dn: la trisec-
cidn; no puede reducirse a una ecuacion de grado 2% ¥ puede
demostrarse que no tiene ninguna ralz racional. Concluimos
entonces que el 4ngulo de 60 no es trisecable.

Una interesante implicacion de este resultado es que el
dngulo de 1° no es construible con regla y compds, ya que si lo
fuera, serfa construible el dngulo 20* = 60*/3 sumando veinte
veces el dgulo de 1*. De manera que el dngulo que con tanta
familiaridad hemos ulilizado como vnidad de medida, no &5
construible con los instrumentos tradicionales.
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