El usuario (casi) siempre escoge la formulacién matemdtica menos estable
para resolver su problema. Nash

+Son incuestionables los resultados
computacionales?
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PROLOGO

Nuestra intencion al elaborar este trabajo es mostrar que si
bien la computadora representa un instrumento de gran utili-
dad en la solucion de problemas -llegando a ser indispensable
en muchos casos—, su uso acrilico junto con la mitificacidon que
esle uso induce en una gran cantidad de usuarios, puede llevar
a siluaciones tan lamentables como el creer que un resultado
obtenido computacionalmente es siempre correcto cuando en
realidad en muchas ocasiones esid muy lejos de serlo.

La presentacion que se hace trata de ser lo menos técnica
posible de tal forma que las ideas que s¢ intentan transmitir
puedan llegar a un publico amplio.

I  Computacidn y andlisis numénco

Un hecho importante con relacion a nuestro mundo actual,
lo constituye ¢l gran impacto que los avances de la computacidn
han tenido sobre dreas cada vez més extensas de la actividad hu-
mana. Asi, la investigacion cientifica, la ensefianza, la industria,
la administracin y algunas manifestaciones artisticas contem-
pordneas se hallan estrechamente ligadas a la computacitn, y
¢s ésle un fenémeno que tiende a gencralizarse cada vez mds,

* Profesores del Depto. de Matemdticas de la Facultad de Ciencias
de la UNAM.
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Por 1o gue toca al campo de 1as matematicas, la interaccion
malcmdticas-computacién ha sido extraordinariamente rica,
siendo uno de sus principales [rutos el surgimicnto del moderno
andlisis numérico, cuyo desarrollo en las dltimas décadas ha
sido tan acclerado que s6lo le son comparables la estadfstica,
la investigacidn de operaciones y la computacién misma. Un
producto importante de este desarrollo son los programas
para caleular soluciones numéricas de problemas matematicos,
presentes en cualesquicra de los centros de computo donde se
hawen cdleulos cientfficos.

II  Mérelo a la computadora

Una situacion usual en la vida diaria de alumnosy profesores
es la de enfrentarse a problemas cuya solucidn implica cdlculos
tediosos, y cuando esto succde no falta una voz gue sugiera:
mételo a la computadora. Los resultados de optar por esta via
merecen algunas reflexiones, segln se muestra en los siguientes
ejemplos:

i} restas pdnicas,

dados

z =.909995
¥ n.m

Problema:

calcular = - y.
El cdlculo de la resta da como resultado

z-p=pr=10""

De estos valores resulta

F=f-g=5.10""

Por otra parle, los errores relativos cometidos en £,y
resultan ser

w2e 1070

ey =|E':'£1 m2e 1070
¥

Asi pues, podriamos considerar que las perturbaciones en
x, y s50n razonablemente pequedas, lo que podria llevarnos a
pensar que el correspondiente e, fuese también pequefio. Sin
embargo resulta que

F=F

s 4w 107

£y =

r

Esto cs, hemos llegado a que, errores del orden de 102 en
los datos producen un error del orden de 10° en el resultado.

Pero dy qué con todo esto?, podria preguntar algdn lector.

Tratemos entonces de aclarar este drama numérico.
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En primer lugar obsérvese que, tanto para =,£ COmMO
para y,§ hemos caleulado los llamados errores relativos
es, ey TESpectivamente. Estos valores, ademds de tener cierlas
propicdades inlerecsantes, nos permiten saber qué tan buenas
aproximaciones de =,y son £,§ en un sentido muy preciso.

En efecto, obsérvese que

e, <1078
ey <1078

y en ambas casos #, § coinciden con x, y en los primeros 5 digitos;
esto es, ambas aproximaciones tienen 5 cifras correctas de x,
y respectivamente. Siguiendo este esquema es direclo concluir
que en 1 no tenemos ninguna cifra correcta de r, cosa que en
efecto sucede. Al fendmeno antes ejemplificado se le conoce
con el nombre de cancelacion catastrdfica y se presenta cuando
(cOmo en NUestro caso) se restan dos cantidades muy parecidas.
Un caso tipico en el que este fendmeno se presenta es cuando
s¢ intenta calcular numéricamente las raices de una cuadratica

F(z) = gz? + bz + ¢
mediante ¢l conocido algoritmo

b4 /b3 ~ dae

2a

z; =

El lector interesado puede recurrir a la bibliografia citada al
final para mayor informacidn sobre este punto.

i)  No todos los caminos conducen a Roma

Presentamos ahora un problema cuya formulacidn es una
sucesion numérica de las llamadas recurrentes. Aungue el
ejemplo aqui presentado es en términos de integrales, al lector
no familiarizado con este tema le podemos decir que existen
muchos problemas cuya formulacidn matemdtica es similara la
aqui presentada. A estos lectores les pedimos que concentren su
atencion en la férmula (1). Vayamos pues a 1o que nos interesa,
que en este caso es calcular los valores de la integral

¥n = z,

s TH2
para diversos valores de n. Por supuesto, podriamos intentar ¢l
cdlculo directamente o bien usar algin método numérico para

conseguir una aproximacion de nuestra integral, sin embargo ¢l
problema resulta mds sencillo si notamos que

1 " 'qtn—l
"n+5ﬂ"_l'=j; (:+5+:+5)d=
:f! tn‘_ll:z +'—Ejd':
o £+5

| - 1
= - ldr = =
5 n

Lo realmente importante del desarrcllo anterior es la
refacidn

n 2 )

_ 1
n

o

Un + Spn-1 =l {13

Tomado de: Ompi, 1981

Esta relacion nos indica que 51 conocemos ¢l valor de alguna
¥~ para alguna n particular, podemos entonces calcular los
valores de las integrales que le sigucn o que le anteceden.
Por ejemplo, si conocemos yao podemos conocer yay usando
nuestra férmula (1) que para cste caso nos dice que

-1 _s
ﬂil—m Y20

En forma andloga podemos conocer sz, yas, elc. Pero
también partiendo de nuestra relacidn (1) podemos conocer yyq
dado que

|
vao + Syie = =—
20

de donde rosulia

_1(_‘_ )
‘nl'l'l"ﬁ 0 vzo

¥ una vez lemdo esto, podemos proceder a calcular recursiva-
MENLe yus, var, 0. Ahora bien, todo esto partir del supuesio
de que cOnoCemos yye. 3in embargo, conocerla en la priclica
no resulta tan ficil. Pero lo que si es Fcil de calcular es yy, ya
que

i
yo = f ! dz =ln{z + 5)
Q o
=[n(6) = In(5)

ln (f_:) & 0, 18232156

Usando este valor inicial podemos entonces calcular 1os
valores yu, ¥1, ¥, - -~ Usando la relacion

= I¥n-1 {1}

Un =
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Una posibilidad para hacer esto seria realizar los cdlculos
auxilifindonos de papel y ldpiz. Otra, mucho méds veloz es
ipasarle el problema a la micro!. Por nuesira parte elaboramos
un programa que fue ejecutado en una microcomputadora PC-
compatible, obteniendo los siguientes resultados:

n ¥n B ¥n
1 0.08838322 i1 0.01408T8G
2 0. 05808892 12 0.0128038T
3 0.043138T3 13 0.012463T3
d 0.03430433 i4 000816864
[ 0.03848035 ib 0.0208880T
8 0.03453490 is -0.04183485
¥ 0.03123384 i7 O.2ETRETTT
8 0.0188%8TD is =1.28443335
9 0.01893T16 ie 8. 4TATREOL
i0 0.01638424 10 -33.323900%3

&Y bien? iPodemos irnos felices a casa con nueslros
resultados? iNada de eso!, porque resulta que y, debe ser
positiva para todo valor de n > 0, dado que en el intenvalo
[0,1] el integrando

]
+
Ly

es una funcién continua positiva, y debido a ello ¢s que ya
debe ser positiva. {Cudl es entonees la razon de estos resultados
absurdos? iSerd que nuestro programa estd mal escrito? A
continuacidn lo presentamos:

program recursion (input, output)
var 4:real;
VAr 0, nmax:intsger;
bagin
writeln("NUMERO DE TEANINOS i CALCULAR");
readln(nmax) ;
s:= 1a(8/5); {wvaler imicial}
writeln("VALOL INICIAL"™, w:14:8);
for n:=1 teo nmax de
begin
s:=ifn - Bes;
writela{n:3, =:14:8);
ond;
end,

El lector que conozea un poco de programacidn podréd darse
cuenta que el programa es correcto. Al lector perspicaz le
podemos asegurar que las fdrmulas (1) y (2) son también
correctas. £ Cudl es entonces la bronca?

Tomado de; Omni, 1982

El problema radica en la fGrmula (2). Pero no piense us-
ted mal, estimado lector. No se trata de un timo; dicha fdrmula
es impecable desde el punto de vista matemdtico, pero resulta
muy inadecuada desde el punto de vista numérico. Veamos por
qué. El valor y., por ser un nimero irracional, no es represen-
table en forma exacta en una computadora, por lo que de hecho
ésta trabaja internamente con una aproximacion —llamémosla
vo—. Sea ahora ¢ = yy — fip 1a diferencia entre el valor exacto
¥ su aproximacion numérica (¢ s llamado el error de apro-
ximacidn inicial). Supongamos ademds , con el afdn de ser lo
mcnos complicados posible, que en los célculos posteriores no
s¢ comele ningdn error de aproximacion. Denotemos ahora por
V1,93 -- - elcétera a las aproxmaciones de gy, ya, - - - calculadas
por la computadora. ‘Tenemos entonces que g, = 1 - 5§ =
1 = 5{yo — €) = 1 - 5po + 5¢ = yy + 5¢, e5(0 es, resulta que
en el computo de y; a partir de yq se comete un error de Se.
Procediendo en forma similar para ya, v, tc. resulta que

fin = yn + (= 1)"F15%

Lo que esta [Grmula nos dice e5 que |ya = §a] = 5™¢|; 0
bien, dicho en palabras, que €l error €n €l paso n es 5™ veces
el error inicial. Asi pues, a medida que crece n, el error de
aproximacin inicial s¢ propaga en forma exponencial, por lo
que, en unos cuantos pasos el error correspondiente deja de
ser despreciable y esto a la larga conduce a resultados cada
vez mds incorrectos. El fendmeno descrito con este ejemplo se
conoce como inestabilidad algoritmica, y a €l nos referiremos
mds adelante.

Yahora...... équién podrd ayudarnos?

En nuestro caso, ¢l problema se debe a que en cada paso el
error de aproximacion inicial s¢ multiplica por un factor de 5,
por lo que, aungue el valor de ¢ s¢a pequefio, a la larga el error
de aproximacidn serd grande; y todo ello es debido a la forma
como hemos calculado los valores de gy, ya, elc.; esto es, la rafz
de nuestro problema estd en la fidrmula (2). Seria conveniente
tratar de ver si es posible plantearse los cilculos de otra forma.
Y en efecto, resulta que nuestro ejemplo acepla un tratamiento
que nos permile salvar estos problemas, Para ello obsérvese que
la férmula (2) puede ser recscrita como

1
fnr-l—ﬂ_gh (3}

Si ahora aplicamos esta nueva f6rmula para el cdlculo de
nuevos valores, tendremos un fendmeno totalmente opuesto
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al anterior; es decir, el error inicial de aproximacion dismi-
nuird en cada paso en vez de crecer. Para mostrar esto, supon-
Eamos qué conocemos, por ejemplo, una aproximacion de pao,
que llamaremos §zo. Tendremos entonces como error de apro-
ximacidn ¢ = yao — ¥20. Usando ahora la férmula (3) tendremos

Vip T;ﬂ} - %E:u
1 1
=300 ~ W0 )
1 1 1

de donde resulta

- =1,
Vie — Ve g

Esto es, el error de aproximacion disminuye en 1/5 . Si se
prosigue en esta forma el error disminuye 1/5 en cada paso. En
general, si conocemos una aproximacidn g, de ya, cON UN EITOr
de aproximacion € = §in — yn, tendremos que

(=1

- ~1)*
Va—-k Sta-k + 5—];_{

s deair,

. 1
!ﬂn—h - 'l"n—i-l ='5_‘_h|

Esto significa que, a medida que k crece, los valores
calculados computacionalmente son cada vez mds exactos. El
neevo camino que h:wuﬂsm via la fdrmula (3) es
satisfactorio, segin s¢ ha rado tedricamente. Sin embargo
persisie un problema. {Como encontrar un valor aproximado
de y que nos permita inicializar nuestro proceso?. Recurriendo
nuevamente a nuestro problema original, noes dificil demostrar
queld < yo < ﬁ (esto se puede deducir partiendo de que en
[0,1),2 + 5 > =,y de las propiedades bdsicas de la integral). De
acuerdo a lo anterior 0 < yae < 1/20. En principio cualquier
nomero entre 0y 1/20 puede ser usado como una razonable
aproximacién. A continuacitn se presentan algunos resultados
computacionales obtenidos usando la fdrmula (3) y dos valores
iniciales de pgq.

1) Valor inicial yge = 0.05 2) Valor inicial ygp = 0.00

n Va n Vn
19 0.00000000 19 0.01000000
18 0.01062833 18 0.00862632
17 0.00900585 17 0.00940585
18 0.00098364 16 0.00088354
16 0.01060749 15 0.01062329
14 0.0119%147 14 0.0112284T
13 001203034 13 0.01205008
12 0.01207676 12 0.01207682
11 0.01407132 11 0.01407134
10 0.01636756 10 0.016367TEE

2 0.01602849 g 0.01602840

8 0.01883693 2 0.01883692

T 0.02133282 T 0.03123383

-] 0.02433401 [ 0.03433401

E 0.028468356 B 0.02848835

4 0.0343083)% & 0.03430833

3 0.04313873 3 0.04313873

2 0.05803803 2 0.06803802

1 0.08830223 1 0.08839222

0 0.18232156 0 0.183321E8

En ambos casos se obtiene para yo un valor con ocho digitos
COITECIOS.

Il La reoria sirve, atin después de ahogado el nisio

En general, en un problema numérico, se liene como punto
de partida una coleccion (=g, 22, -, 2m ) de datos relativos al
problema, v si éste tiene solucidn Gnica entonces dichos datos
deberdn producir una coleccion (yy, ya, - -, va) de resultados.
Esto es, se puede decir que existe una relacion “funcional” entre
datos y resultados; lo que puede simbolizarse como

‘ (u:h"‘iirl'l} =y

£= (21, "1 Zm)

El interés consiste en calcular una “buena™ aproximacion de
(v1, --.ua) @ partir de los datos (=1, -+, 2= ). Y €5 aqui jus-
tamente donde comienzan los problemas, ya que en general
o que se tiene nO €5 exactamenie z sino una —digamos
“bucna”— aproximacidn, a la que llamaremos £. Esto establece
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de inmediato la siguiente situacidn: si a partir de z el resultado
esy , entonces si partimos de z deberemos llegar a una solucidn
ii. Ahora bien, nosotros deseariamos que se satisficiera algo del
siguiente estilo

5]

Es decir, nos gustarfa que si # estd proxima a = , entonces
la correspondiente g estuviera igualmente prdxima a g. Sin
embargo resulta que en general esto no es cierto, pues bien
puede darse la siguiente situacion

y esto puede ser asi, independientemente del camino que se siga
para calcular §. Presentamos enseguida un ejemplo al respecto.
Considérese el problema de evaluar la funcién f(z) en el punto
zq. Grificamente se tiene

25

como se observa, adn a pesar de que la evaluacidn en =z, se
realice en forma exacta, puede ser que la diferencia entre f(zq)
¥ f{za) sea mucho mayor que la diferencia entre 2o y z4. Dicho
en otras palabras: dependiendo de f ¥y zo, puede suceder gque un
error “pequefio” en los datos nos produzca un error “grande”
en los resultados, y ello sin importar €l camino seguido en ¢l
cdleulo de la solucion.

El fendmeno antes descrito es de ocurrencia generalizada
en Andlisis Numérico y se le conoce como problema de mal
condicionarmiento; ¢ igual puede presentarse al evaluar una
funcién como al resolver un sistema de ecuaciones o calcular
las rafces de un palinomio. El efecto de cancelacion catastréfica
mostrado en el ejemplo de la resta de cantidades parecidas es
un caso particular de mal condicionamiento.

No es nuestro interés discutir en este trabajo cada uno de
los casos en los que éste fendmeno se presenta —asi como
sus posibles curas—, sino s0lo mostrarlo como una fuenie
importante de resultados errdneos cuando se intenta resolver
un problema numérico a tontas y a locas; y esto con el fin de que
¢l lector reflexione un poco cuando se enfrenta a un problema
numérico, dado que —como hemos visto—, el drama puede
empezar con el problema mismo.

Pero lo anterior no es todo. Resulta que una mala solucidn
puede deberse también al procedimiento seguido para calcu-
larla. En principio vno esperar{a que al ejecutar un proceso para
calcular la solucion de un problema, el resultado fuera suficien-
temente cercano a la solucidn tedrica (ver figura)

¥

Esta situacion es plenamente razonable dado que los cdleu-
los involucrados en el proceso de solucién pueden inducir un
resultado que difiera de la solucitn exacta debido a que en ge-
neral la computadora opera con aproximaciones de ndmeros
reales. De aqui se desprenden distintas posibilidades:

i) Si el problema a resolver es bien condicionado (si no es mal
condicionado) se tendrfa, gréficamente

e

-
-::i_hﬁluuq
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El procedimiento P produce un resultado Py, “praximo” a
¥, que a su vez es resultado exacto para los datos z. Todo
procedimiento que satisfaga estas propiedades se conoce
como algoritmo numéricamente estable; y por el contrario, un
algoritmo serd inestable si no produce un resultado cercano

a la solucin exacta del problema con datos “cercanos”. (ver
figura).

)

Podriamos resumir lo anterior como sigue:

a) 5i estamos ante un problema bien condicionado y
aplicamos un algoritmo numéricamente estable, es de
esperar una buena solucién.

b) 5i el problema en cuestidn es bien condicionado y
aplicamos un algoritmo inestable, en general la solucion
serd mala; y csta situacion puede agravarse cada vez

mds dependiendo de las dimensiones del problema. En

el ejemplo relativo al cdlculo de la integral visto en la
seccion anterior se tiene el caso de un problema bien

condicionado cuya solucidn puede resultar "buena”™ o

"mala” dependiendo de la utilizacién de un algoritmo

estable o uno inestable.

ii) Si el problema a resolver es mal condicionado y s¢c aphca un
algoritmo estable, la situacién —grdficamente— seria

—

aquf se muestra que puede tenerse una solucién "mala”™ a
pesar de haber sido bien calculada. El caso de atacar un
problema mal condicionado con un algorilmo inestable se
deja 13 imaginacion del lector.

[ e ——— e — ———

IV A manera de despedida

Es alarmante el nimero de personas que usan la computadora
en forma irreflexiva, pensando que por el hecho de programar
una férmula encontrardn la solucidn correcta a su problema.
Estas personas s6lo validan de forma contundente el axioma
de Nash citado al inicio de este trabajo. Es por ello que
resulta recomendable el tener ciertos cuidados al escribir un
programa O usar un paguete. Existen paquetes en los que se
recoge la experiencia de gentes que durante afios han trabajado
en problemas de estabilidad y mal condicionamiento. Hay
que conocerlos. Pero igualmente importante resuita el que el
vsuario reflexione sobre la naturaleza de su problema y se
informe sobre las caracteristicas numericas de los algoritmos
que piense usar, antes de confiar ciegamente en los resultados.
Algunas recomendaciones finales: no calcular determinantes
para resolver sistemas de ecuaciones lincales; no calcular los
valores propios de una matriz evaluando direclamente su
polinomio caracieristico; no usar la férmula por radicales para
calcular las raices de un polinomio de tercer grado. Si ticne
problemas consulte con su analista numérico més cercano.

El lector interesado podrd ampliar su visidn sobre todo
lo antes tratado recurriendo a los trabajos citados en la
bibliografia.
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