Las matemadticas fueron creadas para resolver problemas.

Consideraciones acerca de

la ensennanza de las

matematicas

“En oposicién a Arquimedes, que usaba una combinacion de formalizacion local
y métodos heuristicos..., fue la obra de Euclides la que se tom6 como modelo
diddctico. Las consecuencias desastrosas de este hecho se hacen sentir hasta hoy.

MANFREDO PERDIGAO DO CARMO*

| Ministerio de Educacion conside-

rd oportuno que participase en es-

ta reunion sobre la ensefanza de la
Matemdtica, un representante del Insti-
tuto de Matematica Pura y Aplicada
(IMPA) del Consejo Nacional de la In-
vestigacion, vy expresase ¢l punto de vista
del matemditico profesional sobre los a-
suntos agui tratados.

El IMPA tiene un interés vital en estas
cuestiones. En primer lugar porque la
modernizacion de cualquier plan de estu-
dios es esencialmente la transferencia de
conquistas cientiflicas al mivel de la ense-
flanza. Nadie mejor, por tanto, gque un
matematico familiarizado con estas con-
quistas para juzgar el valor, la utihidad y
los limites de esta transferencia. En se-
gundo lugar, v esto puade parecer para-
dbjico, porque el IMPA actda principal-
mente al nivel de posgrado en Matemati-
ca. La paradoja desaparece cuando to-
mamos en cuenta que el desarrollo de un
posgrado en cantidad y nivel capaces de
fortalecer las universidades, industrias v
asesorias, ¥ ¢l contingente necesario para
el desarrollo brasileno descansa, en ult-
ma instancia, en una ensefianza basica
objetiva v correcta.

* El vitulo original es Consideragoes so-
bre | ensino da Matemdrica. Boletin da
Sociedade Brasileira da Matemdtica. Fol 5,
No. 1, 1974, pp. 105-112. Traduccion de
Manuel Liopez Mateos. profesor del De-
partamento de Matemdticas, Fae, de Cien-
clas, UNAM.

Nos parece claro que la elaboracion de
los planes de estudio de Matemdtica para
la escuela secundana es una tarea conjun-
ta de profesores ¥ de matematicos dedica-
dos a la investigacion. De hecho, a no ser
que se quiera ensefiar otra cosa, y no la
Matemadtica tal vy como la entienden ac-
tualmente los matemadticos, su participa-
cion es indispensable. A ellos toca, debi-
do a su experiencia, indicar los puntos ya
obsoletos, sugerir renovaciones necesa-
rias ¥y determinar los objetivos a lograr a
largo plazo. La Matemdtica brasilefia al-
canzd va suficiente madurez para deter-
minar, de manera independiente, los ca-
minos gue mas nos convienen.

Es necesario destacar la indispensable
participacion del profesor en la elabora-
cidn de estos proyectos. Su experiencia
indicard las modificaciones necesarias
para transformarlos en realidad, toman-

do en cuenta las condiciones brasilefias,

La elaboracién de planes de estudio es,
por tanto, una tarea a largo plazo. Debe
ser precedida de consideraciones genera-
les sobre la ensefanza de la Matematica
que, desde nuestro punto de vista, se apl-
can a todos los grados. Es en este mivel
que $e sitha nuestra colaboracién en el
presente debate.

Probablemente la razon fundamental
para introducir Matemadtica en la ense-
fianza bdsica, reposa en el hecho de que
nos proporciona instrumentos efectivos

Necedades sobre el conjunto vacio para nifios

para comprender ¥ actuar en el mundo
que nos rodea. Esta actitud de resolver
problemas propuestos por el mundo real
estd en la base misma de la creacion de la
Matematica v ha sido una fuente de inspi-
racidn y renovacion de sus métodos. Tal
vez convenga mencionar que la palabra
problema serd utilizada en un sentido
amplio, tanto puede significar obtenerun
método que permita determinar la dis-
tancia de’la Tierra a la Luna, como inten-
tar probar que la relacion entre la longi-
tud de la circunferencia y su diametro no
se puede expresar como el cociente de dos
enteros. Se puede decir, sin exageracion
que las estructuras mas abstractas en Ma-
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temitica fueron creadas para resolver
problemas y que el grado de validez y
permanencia de una estructura se mide
por la multiplicidad de problemas que
permile atacar. Estos problemas, convie-
ne repetirlo, no son necesariamente apli-
cables, pero tienen sus origenes y motiva-
cin en cuestiones propuestas por el
mundo real y sus soluciones reflejan una
mejor comprension de este mundo. Esta
es la Matemdtica de Arquimedes, Gauss,
Rieman y Poincaré y de la cual quere-
mos ¥y debemos transmitir una parte a
nuestros alumnos,

De las razones anleriores, que pernene-
cen a la naturaleza misma de la Matema-
tica, se deduce que la mejor manera de
ensefiarla ¢s a través de problemas. Los
conceplos que se introduzcan seran aque-
llos indispensables para la comprension y
solucién de los problemas propuestos y
que ilustran sus relaciones con otros pro-
blemas v conceptos ya estudiados. Una
comprension clara de los hechos y la ha-
bilidad de usarlos adecuadamente debe
tener preferencia sobre la formalizacion.
Cuando sea conveniente ¥y posible debe
utilizarse la formalizacién, pero siempre
de manera local. Por formalizacion local
entendemos lo siguiente: Dado un deter-
minado asunto, admitimos ciertas premi-
sas, que pueden haber sido demostradas
en olros asuntos o que constituyen ele-
mientos intuitivos bastante obvios como
para poder trabajar con ellos. Entonces
se explicitan todas las definiciones y se
demuestran todas las proposiciones a
partir de eslas premisas.

Uno de los méds grandes mal entendi-
dos en la ensefianza de la Matemiltica
proviene de adoptar los libros de Eucli-
des, o pequefias modificaciones de ellos,
en la enseflanza de la Geometria. De en-

trada debemos absolver a Euclides de to-
da o cualquier culpa en el asunto. Euchides
escribid sus libros con una finalidad me-
todolégica, no didictica. La formaliza-
cidn global que obtuvo del volumen de
hechos geométricos conocidos hasta en-
tonces, fue la obra de un genio, que mejor
comprendian filosofos y pensadores que
jovenes estudiantes. En oposicidn a Ar-
quimedes, que usaba una combinacidn
de formalizacion local y métodos heuris-
ticos y cuyas técnicas de investigacion
contienen el germen de una forma de en-
sefianza mds efectiva, fue la obra de Eucli-
des la que se tomd como modelo didactico,
Las consecuencias desastrosas de este he-
cho se hacen sentir hasta hoy.

Queremos dejar bien claro que la con-
tribucion metodolégica de Euclides es
enorme. Se mostraba por primera vez la
posibihdad de una formahzacidon global
que, aun con defectos, levantaba la espe-
ranza de extender la 1dea de formaliza-
cidn a toda la Matemitica y, quiénsabe, a
toda la Ciencia. Hoy parece cada vez mas
claro que la formalizacién absoluta de la
Matemitica es un ideal inalcanzable que
debe ser abandonado. Sea como fuere,
las formalizaciones locales relativamente
amplias tuvieron un éxito considerable
en la Mecinica, en ciertas ramas de la
Fisica Tedrica, en el Algebra, etc. y la
inspiracion para esto se debe, indiscuti-
blemente a Euclides.

Desde el punto de vista didictico, por
ejemplo, el problema fundamental es que
la presentacion formal de la Matematica,
en la mayor parte de los casos, esconde y
disimula los mecanismos de creacion. So-
lamente los alumnos muy bien dotados
tienen la capacidad de apreciar este tipo
de presentacion, y éstos se ransformaran
en matematicos sin gue tengamos que

Enfrentar los problemas
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preocuparnos por ellos. El alumno me-
dio, con poca experiencia en Matemadtica
(y éste es el caso que nos interesa aqui),
tiene una profunda dificultad en seguir
largas formalizaciones. La tendencia es
reaccionar con disgusto y miedo, o acep-
tindolas como un dogma, con grandes
perjuicios para su imaginacion creadora.

Incluso para aguellos que van a trans-
formarse en matemaéticos, y nuesira expe-
riendla en IMPA es bien ilustrativa, el
exceso de formalizdcidn puede facilmen-
te transformarse en un freno al proceso
creador. El objetivo de la Matemética es,
debemos repetir, resolver problemas.
Simples, en el caso de ensefianza, comple-
jos e incluso abiertos en ¢l caso de la
investigacién. En cualquiera de los dos
casos la intuicidn y la imaginacion crea-
dora desempefian un papel fundamental
y la formalizacidn es apenas un elemento
auxiliar. En este sentido el espiritu de
Arquimedes es mucho mas adecuado pa-

ra la Matemdtica actual que el espiritu de
Euclides.

Conviene en este momento llamar la
atencton a una falacia frencuente que con-
siste en confundir pensar correctamente
con pensar axioméaticamente. En Mate-
mética, como en todo lo demis, es nece-
sario pensar correctamente. No hicieron
otra cosa los matemdticos ilustradores
del pasado como Gauss, Riemann y
Poincaré, que nos legaron el inmenso edi-
ficio del que hoy disponemos, sin utilizar
el método axiomatico.

Esta falacia es tanto més grave por
estar presente, de manera implicita, en
una cierta actitud en relacién con la ense-
flanza de |la Matemadtica que se autodeno-
mina Matematica Moderna. Dejando a
un lado lo impropio del término los lla-
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maré “modernistas’, v creo no cometer
injusticia al definir, segin Papy, la Mate-
matica Moderna como la ensefianza de la
Metematica mediante las estructuras fun-
damentales. Estructuras fundamentales
fue un términe creado por la escuela
Bourbaki para designar ciertos concep-
tos légicamente simples (grupo, orden,
topologia) que aparecen reiteradamente
en la formacidon de conceptos matemati-
cos logicamente complejos {aungue in-
tmtivamente mdas simples). Segan las a-
hirmaciones del Psicologo Jean Praget,
las estructuras fundamentales correspon-
den a ciertas categorias bdsicas del pensa-
miento humano. Partiendo de estas pre-
misas. los “modernistas’ suscriben que
la Matemaitica debe ensefiarse a partir de
las estructuras fundamentales. La com-
prension explicita de estas estructuras
facilitaria enormemente el proceso de a-
prendizaje de todo ¢l resto, que discurri-
ria de mancra natural. En resumen, un
Bourbaki para nifios.

Ahora bien, como todos saben, Bour-
baki es un descendiente directo de Eucli-
des. En su libro “Elementos de Mate-
mética’ publicado en la década de los
40 la escuela Boubarki intentd, segin
sus propias palabras, “tomar la Matemd-
tica desde su inicio™ v reconstruirla ente-
ra a partir de las estructuras fundamenta-
les. Seria una extension de la formaliza-
cion de Euclides, con las correcciones ne-
cesarias, a toda la Matemditica. Como
bien lo saben todos los matematicos que
trabajan en investigacion, fallé el plan-
teamiento global del provecto. Las areas
mas representativas de la Matematica ac-
tual no tendrian cabida en la filosofia del
proyecto inicial.

Asi como en ¢l caso de Euclides, la

influencia metodoldgica del proyecto”

Bourbaki fue bastante grande. Mientras
que desde el punto de vista de la investi-
gacion fue practicamente inexistente. En
realidad, el vigoroso desarrollo de la Ma-
tematica en las altimas décadas se realizd
en un espiritu que relega al formalismo a
un segundo plano ¢ ignora completamen-
te la existencia de Bourbaki. Desde este
punto de vista podemos afirmar que una
didactica de la Matematica que insiste en
sus aspectos formales esta en contradic-
cion con el espiritu de la verdadera Ma-
tematica Moderna, esto es, la que se hace
en nuestros tiempos. Dicha didictica de-
be por tanto considerarse vieja y obsole-
ta.

El OTigen ¥ malivos I:tl_' ]q.-. ealruciuras mis
abatractas de la matemitica, son cuestionadas
por ¢l mundo real v sus soluciones reflejan una
mi'jnr PEIIIIF!FFIh-il'lH .h-l :|||.|||1||u.

Admitida la verdad de la afirmacidn de
Piaget, hecho discutible pero cuya apre-
ciacion nos desviaria del punto principal
de esta exposicion, quedan, entre olras,
las siguientes objeciones a los métodos
“*modernistas™.

I. No existe razdn alguna para esperar
que el hecho de explicitar verbalmente
los mecanismos bdsicos del pensa-
miento avude a su desarrollo opera-
cional. Por ejemplo, como observd
René Thom, es dudoso que el conoci-
miento previo de las estructuras bdsi-
cas de una lengua ayude a alguien a
expresarse con fluidez en esa lengua.
FPor el contrario, lo que sucede con
mis frecuencia es que ¢l intento de
colocar este conocimiento prematuro
ejerce un efecto de freno en el proceso
de aprendizaje. Este ejemplo se puede
multiplicar para mostrar que ¢l estu-
dio extemporineo de las estructuras
fundamentales puede dificultar, en vez
de facilitar, el aprendizaje de la Mate-
maltica.

2. Las estructuras fundamentales repre-
sentan un largo proceso de elabora-
cion a partir de e¢lementos que nos
proporciona ¢l mundo real. Por ser
logicamente mis simples, necesitan de
una mayor formalizacion para su tra-
tamiento. Ahora bien, el espiritu de
formalizacion es precisamente la anti-
tesis del espintu de la Matemdtica ac-
tual ¥ seriacurioso que quisiéramos
modernizar nuestros planes de estudio
con ideas que se estan volviendo obso-
letas.

3. Como ya observamos, los modernis-
tas confunden rigor sustancial con ri-
gor formal. Aclaremos con un ejemplo.
SUPONEamMOos que UNIMoS Por una rec-
ta dos puntos de un plano, uno en el
interior de una elipse en ese plano, y

otro en el exterior. La afirmacion de
que la recta en cuestion cruza la elipse
es sustancialmente rigurosa. Es posi-
ble formalizar una demostracion de
¢sta alirmacidn pero en este caso seria
initil. En el contexto de un trabajo de
investigacion, dicha demostracion se-
ria una pedanteria. En el contexto de
la ensefianza bdsica, la demostracion
seria enfadosa y desviaria la atencidn
hacia puntos que no son relevantes en
la cuestion,

El rigor formal tiene un cierto papel a
desempefiar en la Matemitica, pero apli-
carlo en situaciones como las anteriores
revela una falta de comprension de la
naturaleza de la Matemitica. De hecho,
el rigor formal absoluto de una teoria
puede alcanzarse con total ausencia de
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Hay temas de &lgebra lineal que se pueden
enseflar desde secundaria y que desarrollan el
sentide de investigacidn.

significado de los elementos de la teoria.
Dicha teoria seria un conjunto de propo-
siciones de la forma “'p implica q"', donde
nada sabemos sobre p o sobre q, ¥ ni 5i-
quiera si q es cierta; sdlo garantizamos
que q se deduce de p segin las reglas de
una cierta légica. Como dice Bertrand
Russell, &s una toria de la cual no sabe-
mos de lo gque estamos hablando ni si lo
que estamos diciendo es verdad. Seria
curioso especular sobre el mivel de demen-

cia instalado en la Matematica si hubiera
seguido esta direccién de rigor formal
absoluto. Mientras tanto, el rigor formal
y el tipo de ngor gue los modernistas
quieren transmitir a sus alumnos, y su
ausencia, ¢s la mayor critica que ellos
hacen a los otros sistemas de enseflanza.

Finalmente las distorsiones de las mis-
mas ideas modernisias en manos inexper-
tas han conducido a la situacidn actual de
la ensefianza de la Matematica Moderna
¢n Brasil, donde se da énfasis a las trivia-
lidades de manejar conjuntos, se insiste
en expresiones lingilisticas irrelevantes, y
se estimula la mediocridad a través de
ejercicios rebuscados sobre el comjunto va-
cio. Aunque fuese vilida la posicion mo-
dernista (e insistimos que es inadecuada y
obsoleta), su aplicacién en Brasil resultd,
CON raras excepciones, un completo caos.
Ha llegado el momento de abandonar
eslas posiciones y estruciurar una ense-
fianza compatible con la Matematica ac-
tual y més adecuada con la realidad bra-
silenia.

Sin embargo esto no significa que abo-
guemos por un retorno a la ensefanza
tradicional de la Matematica. Es absolu-
tamente necesaria una renovacion de los
planes de estudio v en la manera de ense-
fiar. En un mundo lleno de computado-
ras, naves espaciales y modelos estadis-
ticos, es indispensable gque la ensefianza
de la Matemiitica refleje esta nueva reali-
dad y ayude a comprenderla.

Pero este cambio debe realizarse tran-
quilamente, sin euforias exageradas o con
promesas irrealizables. Es esencial que el
cambio obedezca a dos principios basi-
cos. Primero, que el matenial ensedado
sea Otil para comprender el mundo que
nos rodea. Segundo, que pueda efectiva-
mente transmitirse en las condiciones
brasilefias.

De poco nos servird copiar planes de
estudio americanos, belgas o franceses si
el conjunto de profesores que tenemos no
permite aplicarlos. Los cambios deben
proyectarse de manera lenta y progresi-
va, de modo que permita a los profesores
adaptarse continuamenie a nuevas con-
diciones.

A manera de ejemplo mencionaremos
algunos topicos que probablemente pue-
dan incluirse en la ensefianza de primer
grado. Uno de los que representan un
cambio en los planes de estudio tradicio-
nales es la introduccién del Algebra Li-
neal en dimensidn dos: sistemas de coor-
denadas, vectores y rectas en el plano,
sistemas de ecuaciones lincales, matrices
de 2 x 2 v programacion lineal. Esta claro
gue estos temas no dében presentarse de
manera estéril en un simple orden légico.
Se deben motivar con problemas y se
deben aplicar cada vez que sea posible.

La programacion lineal puede dar origen
a, o ser motivada por, pequefios proyec-
tos de investigacion realizados por equi-
pos. La distribucién de los temas a lo
largo del programa debe obedecer princi-
palmente a las exigencias de motivacidn y
oportunidad.

La idea de linealidad es bésica en la
Matemdtica actual. La introduccidn im-
plicita de esta idea en la enscfianza del

primer grado es util y, si es posible, debe
realizarse.

Otro ejemplo que demanda modifica-
ciones en los planes de estudio tradicio-
nales es el estudio cuidadoso {no por ello
formalmente riguroso) de los nimeros
naturales, enteros y racionales. Para com-
prender ¢l paso de los nimeros naturales
a los nlimeros enteros es necesario el estu-
dio de las propicdades formales de las
operaciones con los nimeros naturales
{conmutatividad, asociatividad, distribu-
tividad). En realidad la tnica explicacion
natural de que (- [){- 1) =1, es que que-
remos mantener, en los nimeros enteros,
las propiedades formales de las operacio-
nes con los nimeros naturales. En este
caso se justifica plenamente el estudio
explicito de estas propiedades. De mane-
ra gencral una guia indispensable para
construir todo el campo numérico es man-
tener las propiedades de las operaciones;
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esto refuerza la imporiancia del estudio
explicito de las propiedades mencionadas.

Otros ejemplos incluyen la ingonome-
tria del tridngulo rectdngulo, cuya multi-
plicidad de aplicaciones la convierte en
un instrumento ideal en este nivel, y el
lenguaje de la teoria de los conjuntos.
Dado su caracter trivial este lenguaje de-
be introducirse cuando sea necesario y
sin ningln énfasis particular.

Como cjemplo final nos gustaria men-
cionar la Geometria Euclidiana. Consi-
deramos que la Geometria basica de rec-
tas, triangulos, poligonos y circulos se
debe ensefiar de manera sintética esto es,
mediante figuras ¥y construcciones geo-
métricas. El contenido intuitivo de la
Geomeltria Euclidiana hace de este tema
uno de los més ricos del plan de estudios
del primer grado. No es razonable que las
meras objeciones de rigor formal sean
motivos para sustraer a los alumnos de
las aplicaciones y de los desafios de ima-
ginacioén que proporcionan los métodos
geometricos, De acuerdo con el gusto de
los alumnos se pueden introducir méto-
dos analiticos auxiliares. Sin embargo los

métodos geométricos no deben abando-
narse jamds,

Para concluir con estas consideracio-
nes me gustaria enfatizar en el cardcter
aplicado y computacional que debe tener
la ensefianza de las Matemdticas en el
primer grado. Es a través de este contacto
con la realidad méds inmediata que el
alumno aprende a sentir el vigor de la
Matemitica y comienza a comprender el
papel que desempefia en la construccién
del mundo que ve a su alrededor. Esta
comprension de la fuerza vy las limitacio-
nes de la Matemadtica es esencial para que
¢l pueda juzgar cosas simples de su exis-
tencia, tales como el valor de la computa-
dora o de los resultados de una encuesta
de opinion. (B

Ls obra de Euclides la comprendian mejor los
filésofos y pensadores que jévenes estudiantes,
su finalidad es metodoldgica no didéctica.




