Sobre el concepto
de derivada de una funcion

CARLOS MARX

PRESENTACION

Los Manuscritos mateméticos de Carlos Marx estdn dedicados a esclarecer
la esencia del Célculo Diferencial.

La explicacién propuesta por Marx respecto a los conceptos fundamentales

y métodos del Célculo Diferencial permite, desde el punto de vista del materia-
lismo dialéctico atn en la actualidad, explicar en esencia el cédlculo simbélico
de la matemadtica y de la l6gica matematica.

Aqul presentaremos la versién castellana de sélo dos manuscritos sobre la
nocion de derivada.

La versién castellana, es traduccién de una parte de la edicién bilingue
alemén ruso, cuyo titulo original es Matematicheskie rukopisi, Naura, M.,
1968. Esta edicién original incluye por primera vez todos los textos de trabajos
de Marx que presentan sus aspectos mas terminados, asf como sus propias
anotaciones en apuntes y transcripciones. La edicidn original contiene co-
mentarios y observaciones de caracter matematico, historico y de fuentes
bibliogréficas que la hace accesible a un circulo muy amplio de lectores. La
edicién estuvo a cargo de Yanovskaya S. A., Rybkin A, Z., Rybnikov K. A.con

recomendaciones de Kolmogorov, A. N. y Petrovskii, I. G.

A MANERA DE INTRODUCCION

Desde ol prélogo a la segunda edicién del Antidihring
{(1885) escrito por Engels, se tiene noticias de queentre los
manuscritos da Marx habla algunos de contenido matems-
tico a los cuales Engels conferla un gran valor y deseaba
publicar. Los manuscritos matemdticos estdn constituidos
por aproximadamente 1 000 péginas.

En el 50 aniversario de la muerte de Marx (1933), una
parte de tales manuscritos fue publicada en ruso con los
thulos: Bajo la bandera del marxismo 1933, no. 1, 15-73y
El Marxismo y las ciencias neaturales 1933, 5-61,

La edicién bilingle original estd dividida en dos partes.
En la primera, astdn concentrados los trabajos propios de
Marx. Enla segunda sada laralacién completa detodos sus
apuntes y transcripciones de contenido matemdtico. No
obstante tal separacién, para una cabal comprensién da las
ideas de Marx respecto a sus apuntes y més ain de las citas
textuales de otros autores, frecuentamente as necasario
conocer la literatura matemética por él resumida. Eviden-
temente tal imagen sblo la da el libro en su conjunto y no
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dos de sus manuscritos; sin embargo, en el centésimo
aniversario de su muerte, quisimos mostrar un botén que
propicie la atencion por tales manuscritos.

El intarés de Marx hacis la matemética surgié ante necesi-
dades que le planted la elaboracién de su obra E/ Capital:
usualmente la estudiaba durante sus convalescencias
(1858-1860), habiendo empezado con aritmética comer-
cial, digebra y rudimentos de geometria. En 1878 el estudio
de la matemética empezd a tener en Marx un caracter
sistemético. En el andlisis de las crisis, Marx intentdvarias
vaces calcular |las afzas y bafas como curvas irregulares, de
suerte que matemdaticamente pudieran deducirse de ésto
las principales leyes. El mejor asesor en mateméticas que
tuvo Marx fue Samuel Moore, de modestos conocimientos
matemdticos, quien considerd que tal descripcidén no podia
raalizarse.

Incluse leyendo globalmente todos sus manuscritos es

un gran enigma el por qué Marx paséd del estudio de la
aritmética comercial al célculo diferencial; lo que si queda
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claro es que Marx se propone explicar cudl es la esenciadel
célculo simbdélico que opera con el simbolo de la diferen-
cial. Marx basé sus estudios matematicos én textos usados
en la Universidad de Cambridge y textos conocidos de la
época como el de Sauri, Boucharlat, Euler. MacLaurin,
Lacroix, Hind, Hall y otros. Es digno de recordarsaqueenla
década de los setenta del siglo pasado en el continente
europeo se estaba fraguando el andlisis clésico contempo-
rédneo, antes que nada en los trabajos de Dedekind. Cantor
v Waierstrass y sobre todo con la teoria de nimeros reales
y limite. Fue una léstima que Manx no haya tenido mejores
contactos matemdéticos que el sefior Moore, aunque an esa
dpoca en todo el Reino Unido no hubiara encontrado perso-
nas enteradas, ni mucho menos entusiastas, de los traba-

Sobre el Concepto de Derivada de una funcién’
(manuscrito 4147)
|

upongamos que la variable independiente x crece has-
ta el valor x, y por lo tanto la variable dependiente y
crace hasta v, .2

Aqui en la parte | se considera el caso més simple,
cuando x aparece solamente a la primara potencia.

1} v = ax si xcrece hasta x. . entonces
¥i = avy
luego
Vi=v = alx; - X)
Si ahora realizdramos la operacidn de derivacidn, estoes
si permitidramos a x. disminuir hasta x, obtendriamos
MEXin-a=0
por consiguiente
Mxy=x)=ua . 0=1
Luego, dado que ¥ crecid hasta y; sélo como consecuen-
cia de que x crecid hasta x,, entonces también tendriamos:
vi=yviyi-v=10
Por lo tanto
V=% =alx; - X}

1. Esta manuscrito fue elaborado por Mancen 1881 para Engels.
Es el primer trabajo, del ciclo de manuscritos pensados por
Marx, dedicado a la exposicidn sistemidtica de sus ideas rela-
tivas a la naturaleza e historia del cdlculo diferencial. En él,
introduca la nocidén de derivacidn algebraica que le pertenecey
el correspondiente algoritmo para calcular la derivada de cier-
tas clases de funciones. En el sobra adjunto al manuscrito esté
una leyenda escrita por Marx: “Para el Genaral”. Asillamaba a
Engels Ia familia de Marx por su articulo referente a problemas
militares. En cuanto Engels conocid éste manuscrito respondid
a Marx con carta del 18 de agosto de 1881 (vedse las obras de
Marx K. y Engels F.. tomo 35 pags. 16-18). El texto alemdn del
manuscrito se publica con las rectificaciones hechas por Marx
2l texto original. Algunos de los materiales preparatorios (bos-
quejos, complementos) se publican en el manuscrito 4146 de la
presente edicién. Las referencias a borradores no publicados
son safialadas con onotacionas al pie de pdgina. Este manus-
crito fue publicado por primera vez (incompleto) en 1933 en
ruso en la revista Marksizm y Estiestvornznanie, Partizdat,
Mosch, 5-11 y én la revista Pod znamianiem Marksizm No. 1
(1933} 15. En la edicikdin bilinglie por primera vez spanscs an alemdn.

2. Para evitar errores con la notacibn de derivada aqui v en lo

subsecuente en casos similares las notaciones usadas por
Marx x"y", ... para los nuevos valores de 1as variables serén
Sustituidos por x.¥, .....
En las fuentes que Marx utilizd no aparecia la nocidn de valor
absolute [mddulo). Por esto Marx con frecuencia (por lo visto
para fijar ideas) considera sdlo los valores crecientes de las
variables, pero hay veces (vedse por ejomplo en los manuscri-
tos 4001, 4302) que habla también sobre “el crecimiento” de x
en un incrémento h positivo o negativo”™.

* Profesor & investigador de la Facultad de Clencias, UNAM.

jos que se realizaban en el continente, pues aln en 1917
Hardy se lamenta de que su libro esté escrito en un estilo
patético, que ahora se antoja risible, pero que respondia a
que en Cambridge en asa época el andlisis matemaético era
menospraciado.

Esta es |la causa del por qué seguramente Marx no reac-
ciona respecto a esa problemdtica que conlleva interesan-
tes conceptos e ideas més modernas. A pesar de ello, sus
ideas acerca de la esancia del cdlcule diferencial simbélico
representan, ain hoy, un cierto interds.

GQuillermo Gémez Alcardz*

s& conveartirfa en
0D=0

Primeramente la formacién de diferencias y luego inver-
samenie quitarlas nos lleva literalmente a la nada. Toda la
dificultad para entender la operacion de derivacidn (como
también para entender la negacién de la negacidn, en
general} consiste precisamenta eén apreciar en gud se dis-
tingue dicha oporacidn de tal procedimiento simple y como
lleva por lo tanto a resultados reales.

Si dividimos a (x,+ x) y respectivamente el primer tdrmi-
no de la Gitima ecuacidn entre el factor (x,-x).obtendremos
Yi=¥

==
Ky = X

Puesto que v es la variable dependiente, ella en general
no puede realizar ningun cambio en forma independiente.
Debido a ésto [puesto que aqul y= ax no es posible hacer
yi = ypor consiguiente no puede hacerse v, -y =0,
5N que antes x, Seagual a x

Por otro lado vimos que x, no puede ser igual x en la
funcidna (X - x), sin que esta dltima se reduzca a cero. Por
esto el factor (x,-x) necesariamante resulta una diferencia
finita? en el momento en que dividimos entre dicho factor

3. De acuerdo a la terminologia acostumbrada en fuentes utiliza-
das por Marx, al decir diferancia linits se sobresntiends una
diferencia no igual a cero.
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ambos lados de la ecuacion. De este modo en el momento
en que formamos la relacidn

¥i-¥
My o= X
la Iu:upresifbn (%) - X} representa siempre una diferencia
finita y por lo tante wi -¥%/x -x @5 una refacidn entre
diferencias finitas; correspondientemente a esto
Vi-y Avw
X=X A
Es asi que
¥i- ¥ 4
fll‘ —:'II:;:
Xy~ X Ax

donde |la constante a aparece como Nimite de la relacién de
las diferencias finitas de ambas variables.®

Puesto que a es constante, nia, ni la parte derecha de la
ecuacion reducida a ella admiten cambio alguno. En 1al
caso, el proceso de derivacion ocurre en la parte izquierda
de la ecuacion:

vey o, A
X=X Ax

4. Entoda ecuacién, Marx distingue sus dos miembros, los cuales
no siempre juegan un papel simétrico. En el miembro izquierdo
de la igualdad frecuentemente &l coloca dos expresiones sind-
nimas diferentes unidas por el conective “o”.

5. En la literatura matemdtica que Marx tuvo a su disposicidn, el
término fimite (de una funcién) no tenla un dnico significado y
lo mis frecuente es que se entendiera como al valor de la
funcién, alcanzado por ells finitamente al final de un proceso
infinito de aproximacionas deé la variable a su valor limite (véase
ol apéndice: “Sobre el conceplo de limite en las fuentes utiliza-
das por Marx"') A la critica de tales deficiencias estd dedicado el
manuscrito 4144: “Sobra la unicidad de los tdrminos imite v
vafor Nmite,™
En el presente manuscrito, @l tdrmino Mmite es utilizado por
Maearx an un sentido especial: como la expresién que redefine la
ralacién dada para aquellos valores da la variable en los que la
exprosidén original no estd definida. Expresiones necesitadas de
tal redefinicién fueron para Marx las relaciones sy ax (se redu-
co 8 0/0cuando ax=0yla dy/dx, asta (itima interpretada como
expresidén simbdlica pars una relacidn de diferencias finitas
eliminadss. esto es para 0/0. Marx entiende la aplicacién del
limite a la relacién ay/ ax en ciena correspondencia con las
definiciones de este concepto contenidas en los textos de Hind
¥ Lacroix, a saber: como la exprésién idénticamente igual a la
relacidn ay/ ax, siax = Opearo redefinida por continuidad cuando
so reduce 3 U/0. Lo entendido aqui por limite deberia entender-
s¢ como la prederivada. Sobre este particular Marx escribe
(whase la parte Il) eplicando a la relacién ay/ ax, donde y = ax’
+ bx' +ex +d: Lo proderivads afx] + x;x + x) + bi{x, + x) +¢
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resulta ser el limite de la relacin de las diferencias finitas, es o
Bl Bl 1ia Rug L LY P L ST, e 1T, (VY I aik

decir independientemeante de lo pequefias que sean tales dife-

rancias of valor de Ay/ax estard dado por esta derivada. Més iy

adelante en ol mismo I Marx dice que haciendo x, igual ax, o
sea ax= Q) Neva este limite & su valor minimo, 1o cual da como
resultado fa derivads definitiva.

En forma andloga por imite da la ralacidn de diferencisles Marx
entiende en aste manuscrito |a expresidn real (algebraica, véa-
sa Ia nota al pie de pdgina No. 6} que le confiere unvalor a dicha
relacién, an otras palabras la funcién derivada. Sin embargo
Marx escribe que en la ecuacidn dy/dx=0x) ninguno de fos
dos tédrminos es el valor limite del otro. Estos tdrminos no se
encuentran uno respecto del otro én relacitn del limite, sinoen
relacidn de equivalencia (vidase el final del manuscrito 4144).
Este mismo término én otro lugar (véase &l final del manuscrito
4148, tercer bosquejo) como sustituible por la categoria de
limite @n al sentido que tiene en el texto de Lacroix, an donde tal
categoria posee un valor importante para ol célculo diferencial
@ integral (sobre la definicidén da Lacroix véase el apéndice:
Sobre el concapio de Nmite en lag fuentes matemidticas gue
uﬂ?r'r{i Marx).
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¥ es1a resulta ser una caracteristica de funciones simples
tales como a %

_ Supongamas que en al denominador de la relacién [va-
riable]. xy decrece aproximéndose a x:la frontera de su
decrecimiento serd alcanzada cuando x; se reduce a x de
manera que la diferencia (x,-x) resulta igual a x.-x =0"
¥ consecuentemente también y, -y =y-y =0, En asta forma
obtenemos

0
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Dado que en la expresion 0,0 se esfumd toda huella de
su procedencia y valor, entonces la sustituimos por dy/dx
donde las diferencias finitas x-x 6 ax yyi-y 6 sy yaparecen en
forma simbdlica como diferencias eliminadas o desapare-
cidas, de manera que Ay/AX se convierle en dy/dx.

Asi
dy

dx

Ciertos matemaéticos racionalizadores se regocijan fuer-
temente del hacho consistente en que las magnitudes dy y
dx cuantitativamente parecen como si sélo fuaran magni-
tudes infinitamente pequefas [y que su relacidn] es sdlo
cercana a 0/0, resultan una quimera, como serd mostrado
palpablemente en la parte Il. Vale adamas la pena recordar,
como particularidad del caso considerado, que tanto
ayfay = a como dy/dx=a .estoes, el limite[de la relacidn] de
las diferencias finitas resulta también el limite [de la rela-
cibn] de diferenciales.

2) Como 2% ejemplo del mismo caso puede servir:
¥i- .f."h ay - 0 ) dy
X=X ﬂ. X 0 dx

¥Y¥=xX:1=X1.,.Y1-¥=X -X =]

Cuando 1enemos la expresién y = {(x)donde particular-
mente en el segundo miembro de esta ecuacién aparece
una funcidn (de) x en su expresién algebraica desarrolla-
dat, llamaremos a 18l expresidon funeidn original de x :a su
primera modificacién obtenida mediante el planteamiento
de incrementos —'derivada previa™ de 1a funcién (de) x —
mientras que la forma final gque toma como resultado dal
proceso 1;1& dearivacidn la llamaremos "derivada’ de /a fun-
cidn dex'.

1py=ax’+bx’+ex-e
Si x crece hata x; ,entonces

6. Bajo elnombre desfpebraica Marx entiende toda expresion que

no contiene simbolos de derivedas o diferenciales. Tal uso del
término axprasidn algebraica es caracteristico da [a literatura
matemdtica de principios del siglo XIX.
Con frecuencia Marx distingue los conceptos de funcidn si-
guientes: funcidn de fvan) xy funcidn an fin) x, asto es funcitn
como correspondencia y funcién como expresidn analitica
(véase &l manuscrito 4302 manuscrite inconcluso: Teorema de
Tayfor). En al presenta manuscrito Marx no se cifle rigurosa-
menta a 1al distincidn, mencionando frecuantemente sdlo fun-
cidn fde) x (donde el de es un agregado obligado an castsllano,
peroqua avidentemente no aparece en el original) posiblemen-
te asto s& deba a que siempre estd hablando de funciones
dadas por ciertas expresiones algebraicas. La correspondencia
qua relaciona el valor la variable indepandiente x con al valor de
la varible dependiante y Marx la da mediante la acuacién y=1{x)
donde yas la variable dependiente y f{x)as la expresidn analiti-
ca, considerada respecto a la variable incluida, x.

7. La esencia del método de derivacién algebraica presentado por
Marx consiste en que la relacidn f{x,) - f{x)/x: - x ¥l cociente de
incrementos {que tiene sentido sélo sl x, £ x) él la redefine por
continuidad enx, = x Con este fin 85 que busca la funcidn e(x.
x)la cual para x + x coincide con la relacidn f(x,) - fix)/x: - x18
continua bajc x; — x\tal funcibne(x,, x)Marx le llama funcidn
darivadas pravis de la funeidn f(x). 5i esta dltime existe (lo cual
tiena lugar para la clase de funciones aqul consideradas), en-
tonces dicha derivada coincide con la actual nocidn de derivada:

Tixyd - f(X) = vy

Ir-"l. Xy=- X

En &sta dpoca & Marx ya le aran conocidas funcionas para las
que &l oparador derivada no astaba definido {wiase al manus-
crito 4302},
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Yi=a xi+bxitex -

?l~}*=ﬂ111’-x]3+hfxf-fl+={x.=x1

=a{.'r.|—x}{xf+x|x+x:]+b{x.-x]{1]+x}
+ of xy=
De donda: ol %1=x)
- A
i:_ybﬁi =a (x/ + % x + x1}+ b (x) + x) +¢c

La “derivada”™ previa
a{:..’+:¢. :n:+..'r.=]+ bixi+ x)+¢c

aqui resulta ser el limite del cociente de incrementos, es
decir, no imporia que tan pequefios sean tomados estos
incrementos al valor de Ay Ax quedard dado por esta
“derivada”. Sin embargo tal valor no coincide, como en la
parte |, con el limite del cociente de diferenciales.*

Sien la funcidn
alxi + xx + x )+ bix, + x)+c
la variable x,decrece, hasta no alcanzar la frontera de su
dlammucldn esto es, hasta no llegar a ser igual a x, enton-
ces x| se transforma en x X Xenx?y x4+ xen 2 x yasi
obtenemos la “'derivadar de la funcion (de) x
Jax® + 2hx + ¢

* Lusgo de esta frase en el borrador de este manuscrito (4148,
p. 4) se dice: Por otro lado, &l proceso de derivacidn ocurre
ahora en Is derivada previg de la funcidn fda) x{parte derecha),
mieniras gue an la parte izquigrda necasariamente el mismo
procaso acompafle & esie movimiento.
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Aqui claramente se revela lo siguiente:

En primer lugar, para la obtencién de la “derivada” es
necesario hacer x, igual a X, lo que significa desde unpunto
de vista matemdiico estricto que x -x =0 sin rodeos de-
bidos solamente a la aproximacién infinita.

En segundo lugar, €l hecho de hacer xi = x por lo tanto
%1 - X =0, no agrega absolutamente nada simbdlico a la
“derivada”.** La magnitud x, introducida originalmente a
traveés de la variacidén de X no desaparece, 1al magnitud
solamante se reduce a su limite minimo = Xy permanece
como cierlo elemento de nuevo introducido en la funcidn
{de) original. Esta magnitud x en combinuacionaes parcia-
les consigo misma y parcialmentea con la x dé la funcidn ori-
ginal nos da la derivada definitiva, o sea, la “derivada”™
previa reducids a su magnitud minima.

La reduccidén de x, a x dentro de la funcidn primera
derivada (previa) transforma la parte izquierda ay/ax en
0/0 6 an dy/dx lo cual significa que

0 dy

—_— ) — I

o ¢ Tx Jax"+2bx+c
de tal manera que la derivada aparece como el fmite de la
relacidén de las diferenciales.

La tribulacién trascendente o simbélica ocurre solamen-
te en la parte izquierda de la expresién, pero ya habiendo
pardido su forma horripilante, dado que ahora aparece
solamente como una expresién del proceso, cuyo conteni-
do real aparece en la parte derecha de la misma ecuacidn.

En la “derivada”™
Jax*+2bx+ec

la variable x se encuentra en condiciones totalmente dis-
tintas a las que se encontraba en la funcién original (de)x
(precisamente en ax’ + bx’ + cx- . Por ésto, ella (esta
derivada) a su vez puede aparecer como funcién original y
mediante la reanudacién del proceso de derivacién esta-
blecido ser de nuevo fuente de una cierta “derivada”. Esto
puede repetirse hasta que la variable ;x no sea finalmente
eliminada de alguna derivada, por lo tanto, esto puede
extenderse infinitamente sélo en aquellas funciones de x
representables como sumas infinitas lo que ocurre en la
mayoria de los casos.

Los simbolosd’y/dx” , d’y/dx’ etc., indican s6lo la “deri-
vada” genealdgica respecto de la funcidn original (de) x
dada inicialmente. Sdlo aparecen como simbolos mégicos
en caso de interpretarios como punto da partids del movi-
miento y no simplemente como exprasiones de las funcio-
nes (de) xdeducidas. Entonces en efecto parece sorpren-
dente que la relacidn de magnitudes que se anulan deben
nuevameénte pasar por grados superiores de anulacidn,
mientras que a nadie le sorprende que por ejemplo 3x°
puede recorrer el prgceso de derivacidn tan exitosamente
com su progenitora x'. Dado que de 3 x’ podemos partir
como de una funcién original de x.

Sin embargo notabene. El cociente de incrementosdy/ Ax
es el punto de partida del proceso de derivacidn practica-
mente sdlo en ecuaciones como las tratadas en la parte |,
donde x aparece sdlo a la primera potencia. Paro entonces
como 58 muastra en la parte |, obtendremos como resultado
que:

=« En lugar de dsto, en el borrador se dice lo siguiente: b) Ia
bisqueds de la derivada de Ja funcidn original {de) x ocurre de
manera que primeramente tomamos cierta derivacién finita-
formande los incramentos, o sea las diferencias finites) esto
ihtimo nos da fa derivada previa, que resulta ser of limite para
ay/ ax. Al proceso de derivacidn que en seguids pasamos fleve 8
este limite & su valor minima La magnitud x,introducida en fa
primera derivacién no desaparece..,

d

L=
e
-

|
|

= a=

[
(=%
»

X

Por ende, aqui mediante el proceso de derivacidn, por el
que pasa AY/ax. efectivamente no se determina ningdn
nuevo limite. Esto [la blsqueda del nuevo limite] es posible
sélo debido a que la “derivada” previa contiene a la variable
X, es decir, porque dy/dx permanece como simbolo de
cierto proceso real.*

Esto, evidentementea de ninguna forma impide el que en
el cédlculo diferencial los simbolos dy/dx, d°y/ dx’, etc. y 5us
combinaciones aparezcan en el lado derecho de la ecua-
cion. Pero entonces sabemos también que tales ecuacip-
nes simbdlicas puras sblo sefialan aquellas eperaciones
que luego hay que realizar sobre las funciones reales de
sus variables,

2) y=ax"
Si x se convierte en x;, entonces vy, = ax” vy
Vi-y=a(x; -x")
=a (k- X)X+ ™ x A+ xm 2+ ete.
hasta el tdrmine  x™™ x™)

* La frase cormespondiente an &l borrador (p. T) dice asi: Exro
pusde obtenarse sdlo alll donde fg funcidn derivada previa
contiene Ia varisblex, por eso tambidn su movimiento puede

formar cigrio nuave valor autémtico, da manera que dy|dx esaf
sfmbofo de un proceso real

Carlos Marx sus trabajo
on matemdtices se insugurd la miquina de vapor
Corliss, de 700 toneladas, la més podercsa
dal mundo.
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Pastsur on su laboratordo, contempordnes de Marx, a8 dadied pﬂndpilm-mh
sl estudio de la propagacién de enfermedades.

tandremos
Yi-¥ A s
¢ 2 alxi™ F M A xS
K= X .ﬁ X
Si ahora aplicamos a esta “derivada praevia™™ el procaso
de derivacidn, de manera que al hacer X, =x ax; x=10
tendremos que
x" Setransforma en x™'
%" x Setransformaen x™ x=x""" =x"'
x' x' Se transforma en x™ x' =" =x™!
y finalmente
X x™' Se transforma en x™ " x™' = x"™ = x™!

Obtenemos de este modo, m veces la funcién x""-,r la

“derivada’ es consecuentemente max ™!

Gracias a la iguaidadde X = x enla"derivada previa™®
al lado izquierdo el cociente Ay/ Ax se transforma en 0/0 6
dy/dx. de donde

dy -
d K =ma K

Podrian exponerse de esta manera todas |as operaciones
del cdlculo diferencial, pero resultaria un pedantismo dia-
bélico innecesario. De todas formas plantearemos aqui un
ejemplo adicional, ya que en los anteriores la diferencia
x; - x aparecia en la funcidn (de) x séfo una vez y por eso al
formar la expresion

yi-y Ay

m—xﬁﬁx

desaparecia de la parte derecha. Esto no ocurre en el si-
guiente caso:

y=a"
Si x se transforma en % , entonces
yi=a"

de donde

}'g-j’v’-ﬂ‘"ﬂ-“=ﬂ;{ﬂ."..- I}

* Es doecir, en of lado derecho,

[pero)] _ )
a“.=II+{l‘I}IIII
[l4@a-D]" " =1+(x-x)(a-1)+
(% = xHxi-x-1) 1y .
=+ 3 (a-1) +etc.
de donde i
yi-y=a'(a"-1)=a"{(xi-x)(a-1)
+|{1|-#}}[2L'H-|}H_“1+ ~cic.)
+ {x:-x}{xt- =1 (X -x-2) a1y’ + ete.
g - 1.2.3
yi-y Ay x.-x-l .
Ptk S AR Rl s sl R Vi
(% -x I}l‘[m—x 2} .
53 a-1)+ etc}

Si ahora hacemos x, = x ¥ por cOnsecuencia x; - x =0,
obtendremos entonces como “‘derivada’”’

a"{(a-1) =~15{a -1y +-;-{a -1y - e ]

y asi:

dx

Sidesignamos ahora la suma de constantes en las llaves
a través de A, entonces
dy .
ﬁ =Aa
aqui, sin embargo A =al logaritmo neperianodel nimerga,
resulta ser igual que la dy/dx o, i s sustituye a y por su
valor, da’'dx =logaa‘. ¥

ﬂ: a'[(a-1)- %{a - l}z +—;-:a -1Y-etc}

da'=loga.a"dx

8. Agqul Marx reprodujo el desarrollo formal de una funcidn en
sarie caracter(stico de los libros de matemdticas a los que &l
tuvo acceso, dejando de lado los problemas de convergencia de
la sarie obtenida y coincidencia dae los valores de lafuncién con
los limites de las sumas parciales.

9. . simbolo usado en las demostraciones para sustituir la frasa
por lo tanto.
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Complemento'®

Teniamos

1) Los casos considerados, donde el factor (x;-x) aparece
solo una vez en [la expresidén, que lleva a) “derivada pre-
via”, 0 sea a la ecuacidn en diferencias finitas!', como
consecuencia de lo cual al dividir ambos lados por X) - xse
forma [una expresién para)

Yi-¥ ,8Y
Xi=X AX

[que no contiene la diferencia introducida x; - x], es decir
aste factor se simplifica de la funcidén (de) x.

2) (En el ejemplo: d (2™} los casos considerados, donde
permanecen factores (% — x) en la funcién (de)x luego de
formar [la relacidon] ay/ax 12

'3) Falta considerar alin aquel caso, donde el factor x; - x
n’a_renmm_en!e no se elimina de la primera ecuacion en
diferencias [que nos lleva a) la “"derivada previa®.

y= 8t x
jr|=-...-'a1+1]!
yi-¥ =12 -xf-+a'-x

dividirnuga esta funcidn de X — consecuentemente también
la parte izquierda— entre x,-X%. Entonces

yi-y Ay _val+xi-vai+x

X=X

a
Xi=-X Aox

10. El texto titulado Complermento lo constituye el contenido adjun-
to en una hoja separada al manuscrite, la cual tiene numeradas
sus paginas en forma independiente: 1 y (el reverso 2).

Bajoecuacidn en diferencias finitas, por lo visto, Marx tiene an
mente expresiones tipo:fix,) - fix) = (%, - x} ¢{x.. x){véase la
angtacién 7).

12.En este lugar Moore escribid a lapiz; No es asl. estos factores
50 % - % 1. %y - x 2, etc.%or lovisto, Marx aqul presuponfa no fos
factoras(x, - x). sino las expresiones x, - X y quiso decir gue la
reduccidn & cero de la diferencia .x| - x* conservedas en las
expresiones para la derivada previa, no priva de veracidad a
esta-wltima.

3z

Para librar al lector de las irracionalidades multiplique-
mos numerador y denominador por | T T AT Ty
obtenemos:

ri_',r__ al+x|1-{al+:r:]}
Ax  (m=x}a'+xi+a +x

:L:i! - 12
(X1 =x)(v/a" +xi ++/a"+x"

pero
X - X _ (X1 - x)(x; + x)
(- VA F VR (X -0VE R+ E X

por lo tanto

.’.‘.}r" N+ x
Ax -...-’rn:-F-.1|:lz'1--.,-"’ﬂl'+:»:I

Si ahora se hace x|, = X6 x - x =0, entonces
dy 2x X

d.‘-:- Etfﬂ!+:-:=_ a + x

por lo tanto

xdx

d\."lm=7m I:B

dy
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